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Premessa

Questi appunti sono complementari al libro di testoon intendono sostituirlo, né possono farlo,
dato che ogni testo costituisce per l'allievo uerimento indispensabile per un adeguato percorso
di formazione ed apprendimento. Questo lavoro ¢ostaalizzato esclusivamente per motivi
didattici e non per scopi di lucro. Non & garantite sia privo di errori.

MODULO 1: RICHIAMI SU SISTEMI E MODELLI
1.1GENERALITA

Sistema
Il concetto di sistema é qualcosa di cosi genatadenon e facile darne una definizione semplice ed
esaustiva. Quella che meglio approssima il coneéeltoseguente:

<< Un sistema € un insieme di parti che interagiscotra loro per perseguire un obiettivo
comune>>

Una bicicletta, ad esempio, é costituita da tarmtei gpedali, ruote, manubrio, catena, ecc.) che,
prese da sole magari non hanno alcun significatocine, unite insieme formano un complesso che
consente di far spostare una persona in modovataénte agevole.

Un sistema, pero, non deve essere necessariamenatuda fisica, ma pud anche essere di tipo
astratto, parzialmente o completamente. Si pedssampio, al sistema tributario che, oltre che da
elementi fisici (edifici, personale, macchinaricgcé costituito anche da elementi non fisici, qual
leggi e decreti, struttura organizzativa, ecc. ei0, quasi sempre ci occuperemo di sistemi fisici
legati al settore elettrico-elettronico.

Qualunqgue sia il sistema considerato, esso puaessappresentato con uno schema a blocchi,
come indicato nella figura seguente.

disturbi
SISTEMA

— P .
_ _ . par'am.e'trl' > _
ingressi ——» » variabili di stato - » uscite

__ |« funzione di trasferimento

In relazione alle variabili di Ingresso e di Usaitdative al SISTEMA si hanno:

» Gli ingressi Sono le sollecitazioni che dall’'esterno vengompligate al sistema e lo
costringono a fare delle cose. Nel caso della leita; possiamo pensare alla forza applicata
sui pedali per farla procedere e/o al movimentaatiazione dato al manubrio per farle
cambiare direzione.

» | disturbi. Sono sollecitazioni anomale ed indesiderate cHestarno vengono applicate al
sistema e che condizionano il comportamento demig in modo piu 0 meno sensibile. Si
pensi ai sobbalzi nel movimento della biciclettaiacumori di fondo di una trasmissione
radio. Tali disturbi vanno soppressi nei limiti geissibile.

» Le uscite.Sono le risposte che il sistema da verso I'estperoeffetto delle sollecitazioni
ricevute (ingressi). Nel caso della bicicletta, wsxita € costituita dalla sua velocita, in
modulo e direzione.
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In relazione alle caratteristiche “interne” del BEBVA si hanno:

> | parametri. Sono i valori che possono assumere certi elematdirni al sistema (ad
esempio i valori di resistenza, induttanza e capadi un sistema elettrico) e che
condizionano il comportamento del sistema.

> Le variabili di stato. Rappresentano grandezze fisiche interne al sistemeapossono
assumere valori particolari per tener conto deltato interno” del sistema, cioé della
condizione in cui si trova quando viene sollecitdi@ considerazione di uno “stato interno”
del sistema consente di giustificare il fatto chestesso sistema, sottoposto nel tempo alla
stessa sollecitazione, da risposte differenti mpediversi. Qualcosa di simile accade ad
una persona (vista come un sistema) che, in rig@abtino schiaffo, un giorno risponde con
un pugno ed il giorno seguente, in risposta anadrano schiaffo, si limita ad accettare la
cosa con filosofia, senza reagire. Possiamo ipariizzhe la persona si trovi, nei due giorni,
in stati diversi: il primo giorno e gia arrabbigter ragioni sue e ritiene di non meritare
I'offesa, per cui reagisce violentemente; il seangerno i suoi sensi di colpa verso laltro
gli conferiscono la pazienza necessaria per nagiresall’offesa.

Si dimostra che lo stato di un sistema € sempiecege a due fenomeni:

» Capacita di memorizzardnfatti € la memorizzazione degli eventi capitatisistema negli
istanti precedenti che consente allo stesso divew®lverso uno stato o verso un altro, e
quindi di dare risposte differenti agli stessi eggi.

* Introduzione di un certo ritardo temporale tra imgsi ed uscitel 'entita di questo ritardo
dipende dai valori dei parametri del sistema.

Una ultima considerazione sullo stato. E' possilpierlare di stato per un sistema quando
guest’ultimo ha al suo interno almeno un elemerapace di accumulare energia: Es. induttore
(energia elettromagnetica), condensatore (energrastatica), massa in movimento (energia
cinetica), ecc. Le grandezza fisiche legate alfgiae accumulata (corrente | per l'induttore,

tensione V per il condensatore, velocita VEL pemiassa in movimento) sono proprio quelle che
vengono utilizzate come variabili di stato.

Per meglio far comprendere il legame stato-menri@ado si consideri il caso di una rete RC

soggetta ad un ingresso a gradino.

Vi
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La risposta al gradino della rete consideratatipdiesponenziale e, a regime (cioé quando tutto si
e stabilizzato), tende al valore applicato in isgee(v. Fig. 1.1 e Fig. 1.2).

Per il sistema & certamente definibile uno “statd$to che presenta un elemento capace di
accumulare energia (il condensatore). Questo §ussii fatto che, in presenza di un determinato
ingresso (nel nostro caso il gradino) le rispogtieststema sono molteplici (infinite) a seconddalel
stato in cui si trova. In questo caso la funziomeneémoria € svolta dalla tensione residua sul
condensatore, che porta in conto i contributi atllezione del sistema generati anteriormente
all'istante in cui cominciamo ad osservarlo (t = Gpn riferimento alla Fig. 1.2, la risposta 1 si
ottiene quando sul condensatore non esiste al@nsohe residua (condensatore completamente
scarico). Le altre due risposte, 2 e 3, si otteangguando, per effetto delle sollecitazioni
precedenti, la tensione residua €&, rispettivaméixé,o -5V.

Per quanto riguarda il ritardo temporale, si velmramente dalla Fig. 1.2 che tutte le risposte
arrivano al valore finale con un certo ritardositema, in altre parole, se la prende comoda nel
rispondere alle sollecitazioni.

Infine, in relazione allo studio del comportamegémerale del SISTEMA, si introduce:

» La funzione di trasferimentd=’ una particolare funzione di variabile complesba viene
associata al sistema e che consente, da un laawedt un legame analitico tra ingressi ed
uscite, dall’altro di analizzare con opportuni stenti matematici il comportamento del
sistema in termini di stabilita, precisione, prazi@ di risposta.

Processo

Il processo e l'insieme delle funzioni che un gistesvolge. Si distingue quindi la parte strutturale
(sistema) da quella funzionale (processo). Nel adsta bicicletta, il sistema e costituito dalla
bicicletta stessa, il processo e rappresentattatiallli trasportare una persona.

Sistema di controllo automatico

Un sistema di controllo automatico € un sistemdiqudare progettato per far si che in un altro
sistema (sistema utente) si possa realizzare itegsD previsto, in una forma completamente
automatica. L'operatore umano deve solo impostadati iniziali da cui il processo parte per

arrivare a svolgere le funzioni previste. Cosi,sistema di controllo della velocita di un motore
deve fare in modo che, una volta impostata la vi&lati regime (per esempio 2000 g/min), deve
mantenere tale velocita sempre a 2000 g/min, amchpresenza di variazioni della coppia

resistente.

Classificazione dei sistemi

Sistemi dinamicisono quei sistemi per i quali si puo parlaretdics quindi di memoria e di ritardo.
In gergo si dice anche che tali sistemi “presentame certa dinamica”. La stragrande maggioranza
dei sistemi € di questo tipo.

Sistemi algebricisono quei sistemi privi di memoria, che non hadmamica e quindi reagiscono
allo stesso ingresso con la stessa risposta (adpgsein partitore di tensione resistivo, che non ha
alcun elemento che possa accumulare energia).

Sistemi deterministicisono quei sistemi in cui tutti i parametri sormmasciuti in modo certo. Per
guesti sistemi niente é affidato al caso e quindbssibile prevederne il funzionamento in modo
esatto. Esempio: sistema di controllo della tentpesa

Sistemi probabilistici (0 stocastici)Al contrario dei sistemi deterministici, questistemi
presentano parametri che dipendono dal caso eiquisdono essere studiati soltanto sfruttando le

4
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leggi della probabilita. Esempio: sistema di untelia, per il quale si puo solo prevedere la
probabilita che la grandezza di uscita assuma tia ealore (biglietto vincente).

Sistemi lineari sono quei sistemi per i quali € applicabile iinpipio di sovrapposizione degli
effetti. Questo principio, estremamente utile man na@lido per tutti i sistemi, consente di
determinare la risposta di un sistema sottoposdoversi ingressi semplicemente componendo le
risposte parziali che il sistema da per ogni sallene agente separatamente. Esempio: la corrente
circolante in un ramo di un circuito elettrico lare, nel quale sono presenti due generatori, puo
essere calcolata sommando algebricamente le duentigrarziali che si avrebbero in quello stesso
ramo per effetto di ognuno dei due generatori appdi da solo.

Sistemi non linearisono, ovviamente, quei sistemi per i quali noapplicabile quanto detto
precedentemente per i sistemi lineari.

Sistemi stazionarisono quei sistemi i cui parametri conservanoasustil proprio valore al variare
del tempo.

Sistemi non stazionarsono quei sistemi che hanno parametri che variepooprio valore al
variare del tempo. Esempio: un circuito elettricacui una resistenza difettosa varia continuamente
il proprio valore rappresenta un sistema non Stegio.

Modelli

Un modello € un legame funzionale che lega fra lergrandezze coinvolte nel funzionamento di
un sistema e che consente di comprendere e piediofuzione e le uscite del sistema stesso.

Il legame funzionale puo essere di tipo analiti€s.{ regola del partitore), diagramma (Es.:
caratteristica di un diodo), tabellare (Es.: tabdli verita di una porta AND), grafico (Es.: schema
elettrico di un amplificatore). Avere il modello dn sistema significa poter studiare il sistema
stesso sulla carta, senza cioé la necessita dioaVacamente a disposizione. E’ pero importante
sottolineare un aspetto importante della questidnenodello da sempre una rappresentazione
approssimata della realta, per cui esso va validamoesperienze pratiche per sapere se approssima
in modo accettabile il comportamento del sistemascriferisce. Se i risultati della validazionemo
dovessero essere soddisfacenti, si deve procedereaacorrezione che in molti casi comporta una
complicazione della struttura del modello stesso.

Simulazione

Quando si ha a disposizione un modello soddisfaceat possibile simulare al computer il
comportamento del sistema cui si riferisce il mtmdstesso, e questo anche quando il sistema non
esiste fisicamente. Questo e importante soprattottita fase di progettazione, dove si ha la
possibilita di arrivare al prototipo solo dopo daesimulazione ha dato esiti soddisfacenti, con
owvvio risparmio di tempo, denaro e mezzi.

1.2 ALCUNI ESEMPI DI MODELLI

D’ora in poi indicheremo con lettere minuscole famgdezze variabili nel tempo, mentre con lettere
maiuscole indicheremo grandezze e parametri cost@htempo.

Modello di una resistenza
Per la legge di Ohm possiamo scrivere

vi)=R* i(t) (LD
La (1.1) rappresenta il modello cercato.
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Esso ci rivela che la tensione che si stabilisceagi di un resistore e direttamente proporzionale
alla corrente che l'attraversa ed il coefficientgpbporzionalita coincide proprio con il valore di
resistenza R.

Modello di un condensatore
Per un condensatore possiamo scrivere

i(t) = av(v ()]

dt
La (1.2) rappresenta il modello cercato.
Esso ci rivela che un condensatore € interessatm gi@ssaggio di corrente solo quando la tensione
ai suoi capi varia (derivata diversa da zero). Quesgiustificato dal fatto che quando viene fatta
variare la tensione ai capi di un condensatore &bsoa cariche durante la scarica e richiama
cariche durante la carica; in ogni caso e intetessa una corrente. Solo quando la tensione viene
mantenuta costante, non essendoci movimento dihegrla corrente € nulla. Inoltre, la corrente e
proporzionale, attraverso il coefficiente C (capmalel condensatore), non alla tensione ma alla
velocita con cui la tensione varia. Questo sigaifitie, in presenza di tensioni anche elevate ma
costanti la corrente € 0, mentre in presenza diidenanche di piccolo valore ma variabili con
grande velocita la corrente pud essere molto ede¥atviamente, in corrente continua, dove tutto &
costante, il condensatore rappresenta un circpigot@ perché non € interessato da alcun passaggio
di corrente e quindi non viene preso in considersi

Modello di un induttore
Per un induttore possiamo scrivere

_ di®
v=L= = (13)

La (1.3) rappresenta il modello cercato.

Esso ci rivela che ai capi di un induttore compana tensione solo quando la corrente che lo
attraversa varia nel tempo. Per certi versi étlaagione opposta a quella vista per il condensatore
In questo caso e la tensione ad essere proporejoaiaitaverso il coefficiente L (induttanza), non
alla corrente ma alla velocita con cui la corrargga. Quindi la tensione diventa piccola quando la
corrente varia lentamente (é nulla per correnttasd§ mentre diventa anche molto grande quando
la corrente varia velocemente. In corrente contidoae tutto &€ costante, I'induttore rappresenta un
cortocircuito perché la corrente che lo attravgysaera una tensione nulla e quindi non viene preso
in considerazione.

Rete RC (Modello complesso)

R vy(t) : Uscita
vi(t) ' c i  Fig.1.3  |R, C: Parametri

@ _J._ Non vengono considerati i disturbi
Lo stato e rappresentato dalla tensione sp C
(Sistema | ordine)

L T _T_ vi(t) : Ingresso

Per il secondo principio di Kircchoff V, (t) = v (t) + v (t)

dve () _ . 0% ()
dt dt

ma  V®=RIt) ; v.®=v,0 ; it)=it)=C
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quindi v, (t) = RCM

+v,(t) che, scritta nella forma classica, da
RC d‘é Oy m=v @

La (1.4) e il modello cercato per la rete RC di.Fig3. Esso e rappresentato da una equazione
differenziale del primo ordine. Assegnando I'andatodli \(t) € possibile, risolvendo I'equazione,
ricavare I'andamento diyt), cioé la risposta del sistema alla sollecitagiprevista ¥t).

Rete RLC (Modello complesso)

— 1 Y'Y vi(t) : Ingresso
R L vu(t) v(t) : Uscita .
vi(t) @ C R, C,L: Parametri - o _
Non vengono considerati i disturbi
T Fig. 1.4 Lo stato e rappresentato dalla tensione su C
e dalla corrente in L (Sistema Il ordine)

Per il secondo principio di Kirchhoff v, (t) = v (t) +v (t) +v . (t )
ma

ve(t) =v,(t) ; i(t)=i.(t)=C

di(t) d2v, (1)
v, (t) =L =L c—V
L © dt dt?

per cui si ottiene, con semplici passaggi,

dVC (t) — C dvu (t)
dt dt

. v (t) = Ri(t) = RCdVd(t)

d*v, () ,

LC
dt?

+ RC———=

AV, (1) ) o
LU, 0=v0 09

La (1.5) € il modello cercato per la rete RLC dj.FL.4. Esso e rappresentato da una equazione
differenziale del secondo ordine. Anche qui, asaada 'andamento diift) € possibile, risolvendo
'equazione, ricavare I'andamento dj(ty, cioe la risposta del sistema alla sollecitagigrevista

Vi (t) .

Risolvere pero una equazione differenziale, sia skl primo ordine, del secondo ordine o,
peggio ancora, di ordine superiore, risulta pocoea@le, per cui nel seguito si indichera un
metodo per avere le stesse risposte lavorando pendequazioni algebriche.

1.3. EQUAZIONI DIFFERENZIALI E MODELLI

Abbiamo visto precedentemente che i sistemi lineastazionari con un solo ingresso ed una sola
uscita hanno come modello una equazione differenzziciamo allora qualcosa in piu su questo
tipo di equazioni, sempre con riferimento ai sistésici.

Una equazione differenziale € una equazione contensome incognita una funzione e le sue
derivate dei vari ordini. L'ordine n di una equamadifferenziale coincide con quello della derivata
di ordine piu elevato che compare al primo membrsistema fisico cui € associata I'equazione
viene anch’esso definito di ordine n. Si scopre @oeé n coincide col numero di elementi del
sistema capaci di accumulare energia (induttondeasatori, masse inerziali, ecc.)

Esempio:

d’y(@® , ‘3 d®y(t) +q IO
Yodt

NPT 2 dt?

+a,y()= () (1.6)
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La (1.6) rappresenta una equazione differenzidléedso ordine (n = 3)..
In verita la (1.6) puo, in certi casi, presentdreegondo membro sia la f(t) che le sue derivate, f
a quella di ordine m, conn. Per semplicita noi eviteremo di considerare gupsssibilita.
Le prime informazioni che possiamo ricevere dastpiequazione sono:
a) Il sistema ha certamente 3 elementi in grado dumctare energia (sistema del terzo
ordine)
b) L’ingresso é costituito da un non meglio specificéh questo caso) segnale f(t)
c) La risposta del sistema alla sollecitazione f(t)appresentata dalla funzione y(t) che si
otterra risolvendo I'equazione
d) Il sistema e lineare e stazionario se i coefficiegta, a, a sono costanti
e) | coefficienti &, &, a, & sono legati ai parametri circuitali (resistenzgluttanze, capacita,
masse, ecc.)
Ogni funzione y(t) che, insieme alle sue derivateldisfa la (1.6) si chiama integrale o soluzione
dell’equazione differenziale. Facciamo notare chesdluzione della (1.6) non e costituita da un
valore unico o da un insieme finito di valori, comecade per le equazioni algebriche, ma da una
intera funzione, rappresentabile su un grafico coa curva. La sola equazione (1.6) non é
sufficiente, pero, per identificare univocamenteclarva suddetta. |l suo integrale rappresenta
semplicemente la forma della risposta; occorrernaipporre che lintegrale trovato soddisfi le
condizioni iniziali (in numero pari allordine d&uazione) per poter individuare, tra tutte le
possibili risposte, quella che effettivamente sifica.
Volendo fare un paragone, possiamo considerareexdmo I'equazione della retta

y=mx+n (L7)

La sole equazione (con m ed n indefiniti) impone wdeacoli su come deve essere la curva
rappresentata dalla (1.7); in questo caso e ciatitla un insieme di infiniti punti allineati lungo
una sola direzione. Solo, perd, quando definiamantercette con gli assi x e y, e quindi
determiniamo i valori dei parametri m ed n, indivi&gmo una ben precisa retta tra le tante.

Allo stesso modo, per la rete RC della precedeigtelFl, la soluzione dell’equazione differenziale
che descrive il comportamento del circuito (vedi),lci dice che I'andamento della & costituito

da un esponenziale che tende al valore finale di Quale sia poi il reale andamento di(¥, 2 0 3
della Fig. 1.2) dipende dalla condizione inizial@i€a in questo caso perché il sistema é del primo
ordine) costituita dal valore inizialey\della tensione sul condensatore.

Nel caso generale di sistema di ordine n, occoimep@drre che la risposta y(t) e tutte le sue deeiva
fino a quella di ordine n-1 (in tutto n) soddisfiteocondizioni iniziali fisicamente riscontrabilills
sistema.

Tutto quanto detto da solo una idea delle diff&colel percorrere la strada indicata per determinare
la risposta di un sistema ad una determinata s$w@lone. Per questo motivo viene definito un
percorso alternativo, piu semplice anche se forgelyngo, per ottenere lo stesso risultato. Ci
riferiamo all'impiego della trasformata di Laplacgfinita nel seguito.
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MODULO 2: TRASFORMATA DI LAPLACE
U.D. 1: NUMERI COMPLESSI

Numeri immaginari

Un numero immaginario € il risultato della estrazadella radice quadrata di un numero reale
negativo. Nel campo reale tale operazione non ¢aifgiato, perché non esiste un numero che
elevato al quadrato dia un valore negativo.

Ad esempio, se esistesse la radice quadrata diogke indicata con “a”, dovrebbe essere:

J-4=a = a’*=-4 (21
il che non puo essere vero, perché qualunque nyralenato al quadrato, da un valore positivo.

Per consentire di estrarre anche la radice quadiatameri reali negativi, & stata credtaita
immaginaria come
j=v-1

da cui si ricava
jiZ=-1 (22

La (2.1) sirisolve, allora, nel modo seguente:

V-4 = J-1ra4 = J-1*Ja4 = j*(@2) = t2]
Ecco alcuni esempi di numeri immaginari: |3, j4j4R, -3,5j

Le operazioni fondamentali tra numeri immaginareseguono seguendo le regole dell’algebra dei
numeri reali; I'unico fatto nuovo e costituito datto che, valendo la relazione (2.2), ogni volia c
si incontra il termine?j ad esso va sostituito il numero reale -1.
Esempi:
4j + 2] = 6]
3j*5j=15f=-15

Non sempre il risultato di una operazione tra nurimemaginari € costituito da un solo numero
reale o da un solo numero immaginario. Pud accad#gdti, che si ottenga un risultato costituito
dalla somma di un numero reale e di un numero inmagi@, senza alcuna possibilita di
“comprimerli” in una sola entita.
Esempio:

Bj*4j+4j-2j=12f +2j=-12 + 2]

Come conseguenza di questo fatto e stato creaamipo dei humeri complessi

Numeri complessi

L’insieme di un numero reale “a” e di un numero iagmario “jb”, scritto nella formad + jb”, si
dice “numero complesst Il termine “a” prende il nome dparte reale del numero complesso,
mentre il termine jb” prende il nome dparte immaginaria. Il solo termine b” (senza j) prende il
nome dicoefficiente della parte immaginaria Si tenga presente che il numero complesso cosi
creato e una entita unica, anche se costituitaidgadrti a e jb.

Si definiscecomplesso coniugatalel numero complesso+ jb il numero complessa - jb che ha

la stessa parte reale ma parte immaginaria opposta.

Anche per i numeri complessi le operazioni fondaiaensi eseguono seguendo le regole
dell'algebra dei numeri reali, sempre pero ricodtanhe 7 = -1.

Esempi:

a) B+))+(4-2)=@B+4)+j(1-2)=7-]
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b) 2-)-(1+3)=2-j-1-3j=1-4j
) L+))B+)=3+j+3jH=3+4j-1=2+4

@+jy  _2+]j
@G- NE2+4r 3-]
La divisione rappresenta un caso particolare, geiichrocedimento, di solito, viene spinto fino a
riportare il risultato nella forma “ a + jb”. Peark questo il rapporto viene moltiplicato, a

numeratore e a denominatore, per la stessa guantsiituita dal complesso coniugato del
denominatore.

2+ ) _2+),3+] _6+2j+3j+j* _6+5]-1_5+5]
3-j 3-j 3+] F-(j% 9+1 10

d)

23

Dalla (2.3) =05+ 05]

Si definiscemodulo di un numero complesso (a + jb) la quantita&a v  + .
Si definisceargomentodi un numero complesso (a + jb) la quanifta —.

Formule inversea = M cos¢ ; b = M seng.

Si dimostra che:
a) |l prodotto di due numeri complessi € uguale achumero complesso che ha per modulo il
prodotto dei moduli e per argomento la somma deglbmenti
b) Il rapporto tra due numeri complessi € uguale adumero complesso che ha per modulo il
rapporto dei moduli e per argomento la differemaagti argomenti.
Per fare degli esempi, riferiamoci a quelli gialieziati per la moltiplicazione e la divisione tra
numeri complessi.
a) L+))B+)) = (2+4)

_ M, =141
@+j) = (¢1:450]
oy = (M3
¢, =184°
erap - (M)
$=634°=¢, +¢,
) L) _ 054 05
B-1)
_ M., =224
@+j) = ( ' J
@, = 26,6°
_ M, =316
G- = (¢2:_18,4]
MzO?O?zﬂ
05+05] = ’ M,
¢:45°:¢1_¢2

Rappresentazione vettoriale di un numero complesso

Si definisce “Piano di Gauss” un sistema di assies@&ni in cui un numero complesso viene
rappresentato indicando la sua parte reale sudl'atdle ascisse ( dettoAsse realé) ed |l
coefficiente della sua parte immaginaria sull'adsie ordinate (dettoAsse immaginarid). Il

10
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vettore congiungente l'origine degli assi con ilnfu di coordinate, rispettivamente, a e b
rappresenta il numero complesso (a+jb).
Esempio: numero complesso (5+j4)

Fig. 2.1

v

L’ampiezza del vettore corrisponde al modulo M miénero complesso, mentre I'angolo compreso
tra il vettore ed il semiasse reale positivo, coesato positivo nel verso antiorario, corrisponde
all’argomento del numero complesso.

Alcune particolarita dei numeri complessi
a) In una frazione l'unita immaginaria “j” puo esse@ostata dal numeratore al denominatore,
0 viceversa, cambiando semplicemente il segno fHaione. Per verificarlo basta
moltiplicare e dividere la frazione per j.
Esempi:

b) Facendo riferimento alla rappresentazione grafidapgano di Gauss, si possono fare le

seguenti affermazioni:

* Moltiplicando un numero complesso per il numerdege& si ottiene un vettore avente
la stessa direzione, lo stesso verso e modulopticéto per K.

* Moltiplicando un numero complesso per il numerdeel si ottiene un vettore ruotato
di 180°, avente modulo moltiplicato per K.

* Moltiplicando un numero complesso per il humero mgmario +jK si ottiene un
vettore ruotato di 90° in senso antiorario, aventelulo moltiplicato per K.

* Moltiplicando un numero complesso per il numero agmario-jK si ottiene un vettore
ruotato di 90° in senso orario, avente modulo rphdtato per K.

11
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Esempio: numero complesgbt)3)

Im A
Fig. 2.2
(4+j3)*2
(4+j3)*2
(4+i3)
'Re
(4+j3)*(-2) (4+j3)*(-j2)

c) Formule di Eulero

19 10

. COS¢ :&
- 2 -

_el? _I?

. Ser¢_2—j

d) Sul piano di Gauss la somma di due numeri compssgitiene semplicemente sommando
graficamente i due vettori ad essi associati.
Esempio: (2+)8) + (5+j2) = (7+j10)

; ilo
I ig. 2.3

54j2

\ 4

Re

12
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Funzioni di variabili complesse

Come siamo abituati a definire una funzione dialaite realey = f(x), cosi possiamo definire una
funzione di variabile complesga= F(s)

Nel campo reale si dice che una variabilee funzione di un’altra variabil& se esiste una
corrispondenza tra ciascun valore di x e ciascuor@adi y. Tale corrispondenza pud essere
rappresentata su un piano cartesiano con una dartae piano (Fig. 2.4) i valori della variabie
sono messi in corrispondenza biunivoca con i pdeliasse della ascisse e quelli della variabile y
con i punti dell'asse delle ordinate, per cui uo#tasfissato un valore di x (ad esempi) ba curva
individua il valore corrispondente gull’asse delle ordinate.

y 1 y = f(x)
Fig. 2.4
Y1

X1 -

X
Scriveremo quindy; = f(x1) e, piu in generegj = f(x).
Nel caso di variabili complesse, si dira che laialdte complessa = u + jv e funzione della
variabile complessa =6 + jo se ad ogni valore della variabile indipendesiteorrisponde un
valore della variabile dipendente | valori delle variabili complesse come s e zguU® essere
messi in relazione con i punti di un particolarana cartesiano chiama®ano di Gauss nel quale
'asse orizzontale riporta i valori della parte leedelle variabili mentre I'asse verticale riporta
invece la parte immaginaria. Ciascun punto assweillé variabiles e individuato quindi dalla sua
parte reales e dalla sua parte immaginara Allo stesso modo ciascun punto associato alla
variabilez e individuato dalla sua parte reale dalla sua parte immaginavia
Il problema sorge quando occorre rappresentaracgraénte la relazione esistente aed s,
perché ognuna delle due variabili richiede da simlgiano per la sua rappresentazione. Occorrera
quindi, nella rappresentazione della relazione iumade tra le due variabili, utilizzare 2 piani di
Gauss, uno per la variabile indipendesigel’altro per la variabile dipendentgvedi Fig. 2.5).

Im(sp Piano di ¢ 7 = F(s) Im(z)4 Piano diz
o1 > ::> Vi -
e
o1 Rg(s) Uz R:(z)
Fig. 2.5

Nella rappresentazione di Fig. 2.5, al valofedslla variabile s corrisponde il valore della
variabile z e scriveremn, = F(s). Piu in generale scriverenmo= F(s)

Nel prosieguo dello studio considereremo solo tezioni complesse costituite da polinomi in s o
da rapporti di polinomi in s. Per tali funzioni almeremdzeri” i valori che dati allas renderanno
nulla laF(s), chiameremdpoli” i valori che dati alla manderanno all’infinito l&(s).

13
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U.D. 2: TRASFORMATA DI LAPLACE

Definizione e concetto

La trasformata di Laplace consente di associareired funzione del tempo f(t) una funzione
complessa di variabile complessa F(s). Tale carndpnza € biunivoca se si assume f(t) = 0 per
t < 0 : questa imposizione non crea problemi netladio dei sistemi perché 'osservazione del
mondo reale viene sempre fatta partire da un istant O ; quello che & avvenuto negli istanti
precedenti (t<0) viene portato in conto raete le cosiddette condizioni iniziali.

Il motivo che giustifica una tale trasformaziona stel fatto che nel dominio della variabile
complessa s (o di Laplace) risulta piu facile sauglil comportamento dei sistemi; infatti un grosso
vantaggio € costituito dal fatto che le equaziaffecenziali viste per i sistemi nel dominio del
tempo si trasformano, nel dominio di Laplace, iruagoni algebriche, che sono piu facili da
manipolare e che consentono di determinare in natgleanto immediato le principali proprieta del
sistema che rappresentano. Oltre a questo bisamsaderare che, una volta trovata nel dominio di
Laplace la risposta ad un determinato ingressamssipile trovare la corrispondente risposta nel
dominio del tempo grazie ad una operazione invelsi#a trasformata, che per questo viene
chiamata antitrasformata di Laplace.

Tutto questo ricorda quello che si fa con i logarit Infatti il logaritmo rappresenta una
trasformazione che consente di semplificare detetncalcoli trasformando i prodotti in somme e
i rapporti in differenze; una opportuna operaziamentitrasformazione (antilogaritmo) consente
poi di riportare i risultati nel loro giusto contes

La trasformata di Laplace di una determinata fumeifft) viene ottenuta con la seguente relazione:

Fs) = L[ft)] = Te-st fodt  (2.4)

incui L[] e l'operatore matematico che indica I'operazion&rakformazione sulla funzione f(t)
ed s =6 + jo € la variabile complessa indipendente.

Note:

Non tutte le funzioni del tempo ammettono la trasf@ta di Laplace, ma solo quelle per le quali
converge l'integrale rappresentato nella (2.4).

La corrispondenza biunivoca tra funzioni del tenfipe funzioni della variabile complessa F(s)
non € di tipo puntuale, nel senso che non e pdssitbnsiderato un istante t determinare un
corrispondente valore della variabile complessatade che ad f() corrisponda F(3; la
corrispondenza, invece, e di tipo globale, nel sarige a tutta la funzione f(t) corrisponde tutta la
funzione F(s).

Ci sono certe funzioni del tempo che interessanodpile altre nel nostro studio, perché vengono
utilizzate per compiere indagini sul comportamedtoun determinato sistema; la risposta del
sistema a tali segnali standard viene elaboratpmmsederne il comportamento in risposta ad una
sollecitazione qualsiasi. Tali funzioni vengono tdetanoniche e possono essere ricavate, con
qualche semplice manipolazione, dall'unica funzikn@e* .
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Principali proprieta

a) Biunivocita
L[f 2] = L[f ()] = fu(t) = f2(t)

b) _Linearita
L[k 1 f(t) + Ko f2(t)] = k1 L[f 1(t)] + k2 L[f 2(t)]
Casi particolari:
ki=3;k=0=> L[3fy ()] =3 L[f1(t)]
La trasformata di k f(t) € k volte la trasformatef(d)
ki=1;k=1=>L[fy(t) + f2(t)] = L[F2()] + L[f2(t)]
La trasformata di una somma di funzioni € dataaathmma delle trasformate delle
singole funzioni

c) Teorema della derivata (solo derivate prima e sg&pn

L[f “(t)] = s 2 F(s) - s f(0) - f(0)
L[F()] = s F(s) - f(0)

In cui F(s) = L[f(t)] ; f '(0) = derivata prima d{t) pert =0 ; f(0) = f(t) pert =0
Caso particolare:
f‘(0) = f “(0) = O (condizioni iniziali nulley® L[f “()] = s > F(s) e L[f(t)] =s F(s)

d) Teorema dell'integrale

L[ 1 (0d] = ZF(9)+ 29

in cui F(s) = L[f(t)] ; g(0) e il valore che la pnitiva di f(t) assume pert =0
Caso particolare:

9(0) = 0 L[ f(t)dt] = %F(s)

e) Teorema del valore iniziale
lim f(t) = lim s F(s)
t=20 t=> o
in cui F(s) = L[f(t)]

f) Teorema del valore finale
lim f(t) = lim s F(s)
t=> o t=>0
in cui F(s) = L[f(t)]

g) Traslazione nel tempo
L[f(t -T)] = e T L[f()]
In cui f(t — T) rappresenta la funzione f(t) trdaldi T secondi

h) Traslazione in frequenza
L[e™ f(t)] = F(s-a)
In cui F(se) e la trasformata di f(t) in cui aksi sostituisces-o,

15
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Trasformata di funzioni particolari

Tabella 2.1
N. Funzioni canoniche F(s)
nl
n ot k*——
1 kt"e (s—a)™
2 L 1
(k=1; n = 0;0 = 0=>» gradino unitario) S
; k K
(n=0; 0=0; =» gradino di ampiezza k S
4 t 1
(k=1; n = 1;0. = 0=>» rampa lineare) g2
5 t 2z
(k=1; n = 2;0. = 0=>» rampa parabolica g3
6 t" n!
(k=1;0=0) gt
. eat 1
(k=1; n = 0=>» esponenziale) s—a
8 t eat 1
(k=1; n=1) (s—-a)®
9 t2 eat 2
(k=1; n=2) (s-a)’
a)O
10 sengo t) 2+ %2
S
11 COS(o t) 2+ %z
12 PT(t) 1- e"ST
(Impulso rettangolare di area unitarig) sT
o(t)
13 (Impulso di Dirac) 1
5(t 'T) -sT
14 (Impulso di Dirac ritardato) €
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Diamo qualche indicazione sull'impulso di Di@t). Essoé una astrazione teorica, perché
rappresenta un impulso di durata infinitesima mandpiezza infinita e tale che I'area da esso
sottesa (ampiezza * durata) € uguale a 1. Si inmagjusto per capire, un impul$g(t) di durata

h ed ampiezza/h, per il quale si faccia tendere h a zero. La fodwada che viene fuori dal limite
e proprio quella indicata precedentemente: infigitiodottoampiezza * durata=1/h*h =1
(semprek nel contempd tendere di h a zero fa tendere a zero la duratall’infinito I'ampiezza
1/h.

PT (t) A o (t)

A ke Rappresentazione
A=Lh*h=1 convenzionale di(t)
1/h
h Tt i
Antitrasformata

L’antitrasformata rappresenta I'operazione invetsha trasformata; rappresenta cioé I'operazione
che riporta dal dominio di Laplace al dominio deinpo. Per antitrasformare una funzione F(s)
occorre eseguire una operazione di integrazionedoatinio di s; pero, dato che le funzioni
complesse che si studiano nel controllo dei sisteomio quasi sempre di tipo razionale fratto, e
possibile far ricorso ad un metodo alternativo @rala piu semplice la ricerca dell’antitrasformata.
Questo metodo si basa sul fatto che se di una doazi(t) conosciamo la trasformata F(s),
possiamo affermare che f(t) € I'antitrasformatd (). La Tabella 2.1 pud quindi essere utilizzata,
con gualche piccola manipolazione, per I'operazionersa della trasformata.

La Tabella 2.2 riporta un prospetto delle antiwasfate delle principali funzioni della variabile s
che ci interessano.
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Tabella 2.2
N. F(s) f(t)
1 K k * ¢+(n-1) % et
(s—a)" (n-1)!
1 1 = 1
2 S (k=1;n=10=0) (gradino unitario)
k e k
3 s (n=1=0) (gradino di ampiezza k)
1 1= ony = t
4 <2 (k=1;n=2p=0) (rampa lineare)
1,.,
5 L k=Lin=3u=0) o
S (rampa parabolica)
k
k * t(n—l)
6 - ©@=0 (n-1)!
1 e—at
7 (k=1;n=1) .
s+a (esponenziale)
1 L 3 eat
8 s—q k=Lin=1) (esponenziale)
1 t* at
k=1;n=2 €
9 (5= a)’ ( )
1
1 i t2 * em
n=3
10 (5= a)’ ( ) 2
1 1
—*ser(vk*t
11 Tk 7K k1)
S *
12 ik cos(\/E t)
13 1-e" Pr(t)
sT (Impulso rettangolare di area unitarif)
o(t)
14 1 (Impulso di Dirac)
-sT 8(t 'T)
14 € (Impulso di Dirac ritardato)
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Qualche problema sorge quando la F(s) € piu aati@oispetto a quelle previste in tale tabella; in
guesto caso si provvede a riportare la F(s) in sorama di funzioni elementari simili a quelle
previste, con un metodo detto “Sviluppo in fratrzali”.
Consideriamo quindi una funzione di variabile coesgh F(s) espressa come rapporto di polinomi.
Siam il grado del polinomio a numeratore [N(s)] adil grado del polinomio a denominatore
[D(s)], conn>m.

F(s) O] (25)

D(s)

Le radici dell'equazione N(s) = 0 vengono detei di F(s), perché annullano la funzione.
Le radici dell'equazione D(s) = 0 vengono depteli di F(s), perché mandano la funzione
all'infinito.
Da questo punto in poi, per semplificare la trattae, considereremo solo polinomi che al massimo
possano essere di secondo grado; il che signifiessian chem possono assumere solo i valdyi
1,2
Il polinomio D(s), come si vedra in seguito, assuaoma enorme importanza nel nostro studio
perché racchiude in sé le informazioni sul compoetato dei sistemi cui si riferisce.
Si dimostra che il polinomi®(s) = a, & + & s + & , essendo di secondo grado, pud essere scritto
nella formaD(s) = a(s-p1)(s-p.), dove a & il coefficiente di S, p, e p sono le radici dell'equazione
D(s) = 0 (R e p sono poli di F(s)). Con un artificio possiamo rereda = 1 in modo da farlo
scomparire: basta dividere nella (2.5) numeratateremminatore pera In definitiva otteniamo

D(s) = (s-R)(s-P2)

Sviluppo in fratti parziali

Poli semplici

Si dimostra che se i poli sono semplici, vale lgussite uguaglianza (nell'ipotesia 1)
N(s) A B

F(s) = = +

(S_ pl)(s_ pz) S=P. STP;

in cui A e B sono coefficienti numerici da deteram@ in modo opportuno.

Sfruttando le proprieta viste, l'antitrasformata HB{s) puO essere ottenuta sommando le
antitrasformate dei termini frazionari che compamgé&(s) (proprieta della linearita).

Poiché il generico termine—— ha antitrasformata  , si ottienef(t) = A e®*' + B &'

S—p
Per la determinazione dei coefficienti A e B si gw® impiegare 3 metodi. Per semplicita
illustreremo tali metodi usando un esempio numerico

a) Primo metodo

2s+2

F(s)=———— Essendox= 2# 1, dividiamo N(s) e D(s) pera
2s® +16s+30
s+1 - T .
F(S)=——— Determiniamo i poli di F(s) imponendo D(sp=
s +8s+15
s’ +8s+15=0 & p,, =-4+16-15=-4*1 > p;=-3;p, =5
F(s) s+1 s+1

T[s-(3[s-(B)] (s+3)(s5+5)
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Scomponiamo in fratti parziali
s+1 _ A 4 B
(s+3)(s+5) s+3 s+5
Riduciamo ad una unica frazione il secondo membro
A(s+5)+B(s+3) _ Ast5A+Bs+3B _ (A+B)s+ (5A+3B)

(s+3)(s+5) (s+3)(s+5) (s+3)(s+5)
Si ottiene quindi
s+1 _(A+B)s+(5A+3B)
(s+3)(s+5)  (s+3)(s+5)

L'uguaglianza e verificata se sono uguali i polinom numeratore di ambo i membri (i
denominatori sono certamente uguali). Deve esséngliq

A+B =1

5A+3B=1
Questo costituisce un sistema di 2 equazioni imcagnite che ci consentira di determinare il valore
di A e B. Moltiplichiamo la prima equazione per essommiamo le due equazioni membro a
membro.

-5A-5B=-5
5A+3B= 1 B:i:+2 A+B=1= A=1-B=1-2=-1
0-2B =-4 -2
QuindiA=-1 eB=+2
In definitiva F () = -~ + 2
s+3 s+5

Antitrasformando si ottienef(t) = -e* + 2>

b) Secondo metodo (metodo dei residui)

s+1 . - .
F(s)=————— | poli sono stati gia trovati precedentemente =-3;p=-5
(s) 185415 pol gl vat p P1 Pz
Si dimostra che A =Ilim (siF(s) B=Ilim (s-pF(s)
SP1 Sp
A=lm(s+3—Stt _=3*1_-—2_ 4
(s+3)(s+5) -3+5 +2
s—>-3
B=lim(s+5— >+t -~°*l_-4_.,
(s+3)(s+5 -5+3 -2
s—»>-5

| valori trovati per A e B coincidono con quellilcalati al punto 5.2.1.1A=-1 e B =+2
Quindi f(t) = -e + 2™

c) Terzo metodo
s+1
F(s)=———
(s) s?+8s+15
Si dimostra che i coefficienti A e B possono essttenuti nel modo seguente

N(R) 5o NP

D'(p,) - D'(p,)

| poli di F(s) sono ancorg; =-3;p,=-5
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in cui N(p) é il valore assunto dal numeratore per s ==D’(p) € il valore assunto per s Fqnl
polinomio ottenuto derivando il denominatore.

Nel nostro caso D'(s) =2s + 8

Si ottiene quindi

_ —3+1 _ -2 _-2__
2(-3)+8 -6+8 +2
-5+1 _ -4 _-4_

= = =— =42
2(-5)+8 -10+8 -2

| valori di A e B calcolati in questo modo sono arecgli stessiA =-1 e B =+2

Quindi f(t) = -e + 2™

Poli doppi
(Per semplicita non prendiamo in considerazionegaholteplicita maggiore di 2)
Se la funzione F(s) ha un polo doppio, essa pugressritta nella forma

F(g) =)
(s-p)

e lo sviluppo in fratti parziali diventa

F(s) = A + A > Al polo di molteplicita 2 corrispondono 2 terminazionari.
(s=p) (s—p)

| coefficienti vengono determinati nel modo segeent
Av=lim < (5= p)?F (9]

S-p
Az =lim (s— p)?F(s)

S-p
Antitrasformando si ottiend(t) = A; € + Ay t €™

Esempio
F(s) = 2s+1 _ 2s+1 _ N(9)
S +4s+4 (s+2)2  D(s)
L’'unico polop = -2 va considerato doppio perché D(s) e di seconddogra

, 25+1

A =Ilim —[(s 2) (5+2)? ] = lim d—(2$+1)— im2 =2
S—-2 -2 S5>-2
2 2% . _4i1=3

Az =1im (s+2) (5+2)°
S—>-2

| valori calcolati per Ae A, sono A;=+2 e A=-

Possiamo quindi scrivere

F(s) = 23+12 _ 2 N -3 :

(s+2)° s+2 (s+2)

Antitrasformando si ottiene f(t) = 26 - 3t *
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Poli complessi e coniugati

Quando si presenta una coppia di poli semplici orapiessi e coniugati, si pud ancora applicare
uno dei metodi visti precedentemente per calcalacefficienti dello sviluppo in fratti parzialinl
guesto caso tali coefficienti risultano anche essiplessi e coniugati.

Se indichiamo cow = j » la coppia di poli complessi e coniugati e ddre ¢, rispettivamente,
modulo e fase del coefficiente dello sviluppo imattir semplici associato al polo con parte
immaginaria positivad + j ®), si ottiene come antitrasformata la seguente furzion

f(t) = 2 M €™ cost + ¢)

| poli complessi e coniugati possono presentaisi ger sistemi di ordine pari a 2 o superiore.
Inoltre, come si puo ben vedere dall’espressiotiéadttrasformata f(t), tali poli danno origine ad
oscillazioni nel comportamento del sistema. Le l@bni sono smorzate se< 0, divergenti se
¢ > 0, costanti s& = 0.

Esempio
s+2
F(S)=————
() s +25+5
Cerchiamo i poli.
S+25+5=09 p=-1tyJ1-5=-1+-4=-1+ |2
Quindi p;1=-1+j2 ; p=-1-j2

Si puo allora scrivere
s+2 S+2 A B

& +25+5 [s-(-1+]2)[s—(-1-j2)] [s-(-1* 2] ' [s=(-1-j2)]

Cerchiamo ilcoefficiente A dello sviluppo in fratti sempliciszciato al polo con parte immaginaria

positiva €1 + j 2)
A = lim [[s— (~1+ j2)] s+2 -1+ j2+2 _1+12=

[s—(-1+ j2)|[s—(-1- j2)] -1+ j2+1+j2 j4

s—(-1+2) S
:—j1+12: J+2:Z—j£:0’5_j0’25
4 4 4 4
Si puo evitare di ripetere i calcoli per B perckéee il complesso coniugato di A; quindi
B=0,5+j0,25
Inoltre
A= M=0,559 ;¢ =-26,6°
In definitiva

f(t) =2 * 0,559 & cos(2 t — 26,6°) = 1,12'«0s(2 t — 26,6°)
[si ricordi che f(t) = 2 * M & cospt + ¢), cone e o parte reale e parte immaginaria del poldved
e @ modulo e fase del corrispondente coefficienteodgliluppo in fratti semplici.] .
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U.D.3: IMPIEGO DELLA TRASFORMATA DI LAPLACE NELLA R ISOLUZIONE DI
CIRCUITI

3.1. Risposta di un sistema elettrico

Rete RC
Prendiamo in considerazione la rete RC di Fig. P8r essa abbiamo trovato il modello
rappresentato dall’equazione differenziale (2.5)

dv, (1)

RCZU 4y, =v,(t) (25)

Proviamo a determinare, per tale equazione, lasféormata di entrambi i membri.

Poiché la trasformata di una somma e uguale attansodelle trasformate e poiché la trasformata
del prodotto di una costante per una funzione @ dall prodotto della costante stessa per la
trasformata della funzione, si ottiene

RC * L[%} Lv,0]= Ll 0] (2.6)

Nella (2.6) vi(t) € incognita, per cui chiameremo la sua trasédany,(s); allo stesso modo
l'ingresso \(t) viene lasciato indefinito, per poter fare usatirso generale, per cui chiameremo la
sua trasformata \6). Negli esempi applicativi si conoscera I'espi@se di (t) e quindi nella (2.6)
potra essere introdotta I'effettiva espressioné;().

Applicando la regola della derivata, si ottiene

RC* |s* V, (8)- v, (07)|+V,(8)=V,(s) (27)
dove \,(0") ¢ il valore iniziale della tensione sul condensatDopo vari passaggi

RCs*V,(s)+V,(s)=V,(s)+ RC* v,(0")

(RCs+1)*V,(s)=V,(s)+ RC* v, (0")
Si ottiene

RC* v,(0")

(RCs+1) (28)

—_ 1 *
Vo) (roerg) VO

Dividendo numeratore e denominatore delle frazppasenti nella (2.8) per RC si ottiene
'espressione finale della tensione di uscita smdensatore.

1
1 1
S+—— S+
free) el
Il lavoro svolto ha consentito di trasformare I'egione differenziale (2.5) nell’equazione algebrica

(2.9), dalla quale e stata ricavata I'espressi@iia densione di uscita (). Volendo I'effettivo
andamento temporale della tensione di uscita sud@osatore occorrera antitrasformare la (2.9).

23

(2.9)



Dipartimento di ELETTRONICA - ITIS Barsanti - Pontigno d’Arco
SISTEMI ANALOGICI IlII - Appunti dalle lezioni dei Proff. Paolo BiscontMariano Riccardo

Osservando attentamente la (2.9) si puo notar@ehka rete RC (cosi come accade per tutti i
sistemi lineari, per i quali e valido il principt sovrapposizione degli effetti), € possibile
considerare la tensione di uscitadme somma di due tensioni: una che dipende sdla d
sollecitazione di ingresso; ¥ che per questo viene chiamdésposta forzata” del sistema,
mentre I'altra dipende solo dalla tensione pressuteondensatore per t = 0, che rappresenta
'energia accumulata nel sistema per effetto dmdléecitazioni da esso subite negli istanti
precedenti a quelli in cui noi lo osserviamo (t)<Quest’ultimo termine viene chiamédtRisposta
libera” del sistema. Ovviamente, se il condensatore @lmente scarico, la risposta libera e nulla.
La funzione complessa davanti allg3) al secondo membro della (2.9) viene chiarffat@zione
di trasferimento” del sistema e rappresenta il collegamento traessgr ed uscita, nel senso che
I'uscita si ottiene moltiplicando la funzione dasferimento per I'ingresso.

Riassumendo:

Rispostaforzata: V. (s)= _RC_ V. (s)

Rispostalibera: V, =—*

ul ( 1 j
S+——
RC

Funzionedi trasferimento: G(s)=

e
S+ ——
5" ac)
Rete RLC

Consideriamo ora la rete RLC di Fig. 1.4. Il suodelto e rappresentato dall’equazione

differenziale (2.10)

d?v, (1) dv, (1)

——+RC———=+v (t)=v () (210
e p JO=v () (210)

Utilizziamo lo stesso procedimento visto per |&)2telativo alla rete RC; in questo caso, pero,
consideriamo nulle tutte le condizioni iniziali pmplificare I'applicazione del teorema della

derivata, che diventa
dt

LC

Questa semplificazione non sminuisce I'importaneiéadrattazione perché spesso i sistemi
vengono studiati con le condizioni iniziali nulle.

LCs®*V,(s)+ RCs* V,(s)+V,(S)=V, (s)
mettendo in evidenza )
(Lcs? + RCs+ 1)+ v, (5)=V, ()
e quindi

1
LCs® + RCs+1)

V,(s)= ( *V,(s)
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Dividiamo numeratore e denominatore per LC, in mdd@vere al denominatore péus
coefficiente pari ad ltdrnera utile piu tard)

1
V,(9)= LC _*v,(s) (21)

(SZ+RS+1J
Lo LC

Il sistema ha come funzione di trasferimento lazfane

Anche qui, per avere 'andamento temporale dedlpasta del sistema, occorrera antitrasformare la
(2.11).

3.2. Calcolo diretto della funzione di trasferinento

E’ possibile determinare l'espressione della rispodel sistema direttamente nel dominio di
Laplace ed in modo immediato, semplicemente facesdone posizioni uanto diremo sara
riferito solo alle reti RLC con condizioni iniziatitte nullg.

Poniamo
R==>R
L ==>sL
C = i
sC

Cioe consideriamo che i circuiti operino nel doroidi Laplace dopo aver sostituito ai parametri R,
L e C le impedenze, rispettivamenie,sL e 1/sC

Rete RC
Prendendo ancora in considerazione la rete RCglilE8, possiamo sostituire ad essa il seguente
circuito.

— ]

R
V|(S) 1/sC Vu(S) Flg 2.6

Applicando la regola del partitore, ricaviamo sabitegame tra W{(s) e \M(s)

1 1
V. (5)=—3C__xv (5)=——1_*v (5)=—RC__xy (5) (213)

(R+51Cj ~ (srC+1) (S+R1Cj

Nella (2.13), dopo aver applicato la regola detifme, abbiamo moltiplicato numeratore e
denominatore pesC e subito dopo abbiamo diviso numeratore e dendoriagperRC.

25



Dipartimento di ELETTRONICA - ITIS Barsanti - Pontigno d’Arco
SISTEMI ANALOGICI IlII - Appunti dalle lezioni dei Proff. Paolo BiscontMariano Riccardo

Nella sua forma finale, la (2.13) e identica alla@d] quando la tensione iniziale sul condensatore e
nulla [v,(0") = 0].

Rete RLC
Prendiamo ora in considerazione la rete RLC di Fig.e sostituiamo ad essa il seguente circuito.

L | L
R sL :
V|(S) 1/sC VU(S) Flg 2.7

Applicando la regola del partitore, ricaviamo angheil legame tra M(s) e M(s).

1 1
_ sC _ 1 _ LC
V, ()= —2 *V,(s)= . *V,(s)= *V,(s) (214)
(R+SL+1J (srRC+s?LC +1) (SZ+SR+1]
sC LC

Nella (2.14), dopo aver applicato la regola detifme, abbiamo moltiplicato numeratore e
denominatore pesC e subito dopo abbiamo diviso numeratore e dendoni@ger.C, ordinando
poi il denominatore secondo I'ordine decrescentke g@tenze ds.

Nella sua forma finale, la (2.14) e identica afldl().

Esempio applicativo

Si voglia determinare la risposta temporale di tgta RC, come quella di Fig. 1.3, quando ad essa
& applicato un gradino di tensione di 5V ed il camshtore & inizialmente scaricq() = 0]. Si
assumaR =1 e C = 1.

Disegnamo subito lo schema con le impedenze

Vi
A —L 1

V] vis) LK Vis)  Fig. 2.8

i 1/s1C®
t

Prendiamo la (2.13) e sostituiamo in essa i valoR e C.
Essendo R*C = 10* 10° = 10° ed essendo la trasformata dell'ingresso pari 8)\(5/s si ha, con
semplici passaggi,

10° £ 92 _ OF 10°
S

Per determinare,(t) dobbiamo antitrasformare la (2.15) applicarmlsdomposizione in fratti.

V(s)-é+ 5
! s (s+10°)

| poli della Vi(s) sono, rispettivamente 0 e 10
Calcoliamo A e B col secondo dei tre metodi visagedentemente.
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* 3 * 3
A=lim s*V,(s)=Ilim s* > 103 :5 130 =5
s-0 s-0 s(s+ 10 ) 10

5% 10° _ 5% 10°
(s+10°) -10°

=-5

s--10 s--10

B=1 im  (s+10°) V(=1 im  (s+10°)
Quindi
-5

V,(s)=>+
s ‘s+103j

cui corrisponde una antitrasformata
-103 _103
vy =5-5% e 10° =5x 17107y (516
La (2.16) e la classica espressione della leggaritia di un condensatore.

3.3. Alcune considerazioni sul comportamento din sistema in base al tipo di poli
Consideriamo un impulso di Dirad(t), del quale sappiamehe L[(t)] = 1. Come segnale
canonico, I'impulso di Dirac viene utilizzato nektudio del comportamento di un sistema. Poiché
la sua trasformata vale 1, la risposta di un siatesullecitato da un tale impulso coincide
formalmente con la funzione di trasferimento G(ggordiamo infatti che la funzione di
trasferimento & quella funzione che, moltiplicaga fingresso, da l'uscita.

y(s) = G(s) * x(s)

y(s) = G(s) * 1= G(s)

essendo x(s) =1

Per questo motivo la G(s) viene anche chiarfrgposta impulsiva” del sistema.
Se consideriamo, quindi, la G(s) come risposta sislema alla sollecitazione di Dirac, le
indicazioni generali che essa ci dara sul compatamdel sistema potranno essere estese al caso
delle altre sollecitazioni.
Facendo riferimento ai concetti esposti nel capitoledicato all'antitrasformata di Laplace,
riesaminiamo il comportamento di un sistema, corzione di trasferimento G(s), al variare del tipo
di poli.
a) La G(s) ha solo poli reali
Quando si va ad antitrasformare la G(s) si ottengael dominio del tempo, degli andamenti
esponenziali come quelli visibili nella Fig. 2.9.

Poli reali

3,0
2,5

2,0 4 p>0
1,5 A =
1,0 P 0

0,5 A
0,0 T T \ p<o

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
Tempo Fig. 2.9
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Osservando la Fig. 2.9, scopriamo che in presenzaa goolo positivo (anche uno solo)
'andamento della risposta e divergente (va alhind). Un sistema che si comporti cosi hon
ci puo essere utile perché e incontrollabile.

Se invece i poli sono tutti negativi, la risposkl distema & convergente. In altre parole,
passato I'impulso che ha sollecitato il sistemapa#torna dopo un po nelle condizioni in cui
si trovava prima.

Un caso particolare & rappresentato da un pol@.nkllparticolare perché in questo caso il
sistema non impazzisce, come per i poli positivé, neanche e perfettamente controllabile
perché non ritorna nella condizione di partenzarahine della sollecitazione.

b) La G(s) ha almeno una coppia di poli complessireumti.
Quando si va ad antitrasformare la G(s) si otteagarl dominio del tempo, degli andamenti
oscillatori come quelli visibili nelle Figg. 2.10,11 e 2.12.

Parte reale positiva

40,0

20,0 - /\
0.0 /\

-20:000 0 20 Mo \/40 Fig. 2.10

-40,0
-60,0
Tempo
Parte reale nulla
1,5

1,0 A

AWAWAWANI NI

0.0 Fig. 2.11
05000 \/,o \/,0 \/,o \/4
-1,0 -

o

-1,5
Tempo
Parte reale negativa
04
0,3 1
0,2 1 .
Fig. 2.12
0,1 1
0,0 ‘o ‘ ‘ ‘
.0,10i0 1,0 2,0 3,0 4,0 50
Tempo
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Osservando le Figg. 2.10, 2.11 e 2.12, scoprianeoirtipresenza di una coppia di poli con
parte reale positiva (anche una sola) 'andameatia disposta e divergente (va all'infinito).
Un sistema che si comporti cosi non ci puo esddeeperché e incontrollabile.

Se invece i poli sono tutti con parte reale negati@ risposta del sistema & convergente, visto
che le oscillazioni tendono a smorzarsi. In al@eofe, passato I'impulso che ha sollecitato il
sistema, esso ritorna dopo un po’ nelle condiziowui si trovava prima.

Un caso particolare & rappresentato da una copalidimmaginari (parte reale nulla). E
particolare perché in questo caso il sistema ngmarnisce, come per i poli a parte reale
positiva, ma neanche é perfettamente controllapdeché le oscillazioni generate dalla
sollecitazione non si smorzano e quindi il sisteraa ritorna nella condizione di partenza al
termine della sollecitazione.

Riassumendo:

"Poli reali positivi 0 complessi coniugati a parteeale positiva rendono il sistema incontrollabile
(instabile); poli reali negativi o0 complessi coniafj a parte reale negativa rendono il sistema
controllabile (stabile). A meta strada c’é il caslb poli reali nulli o immaginari puri (parte reale
nulla): in tal caso il sistema e al limite tra lewst condizioni di instabilita e stabilita.”

Ancora:

"Sistemi con poli reali rispondono alle sollecitaai con risposte esponenziali; sistemi con poli
complessi e coniugati rispondono con oscillazioni".
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MODULO 3: STUDIO NEL DOMINIO DELLA FREQUENZA
U.D. 1: DIAGRAMMI DI BODE

Generalita

Prima di dire cosa sono e come vengono tracciiigrammi di Bode, cerchiamo di capire a cosa
servono, e lo facciamo con un esempio.

Consideriamo la rete RC gia nota dagli studi prenéce che riportiamo nella Fig. 3.1.

| — R = 1KQ
s
Fig. 3.1

Poniamoci il problema di determinare la risposttati rete ad un ingresso sinusoidale di valore
Vi(t) = Vim sengt) =10 sen(1000 t)Come si puo notare, \gt) ha unaampiezza di 10Vunafaseg;

nulla ed ungpulsazionew di 1000 rad/seccui corrisponde unfrequenza f =w/2zx = 1000/6,28 =
159,2 Hz

La rete presenta una funzione di trasferimento

1
sC 1
G(s) = sC = (3.2)
1 ,r 1+sRC
sC
Sostituendo i valori di R e C, si ottiene
1 _ 1

G(s)= (3.2)

1+s*10%*10° 1+s* 1073

Per risolvere il problema che ci siamo posti, ndmeaate viene utilizzata la trasformata di Laplace.
Seguendo questa procedura, si scopre che la risgeka rete e data da

v,(t) =5* e +7,07* sen(1000t- 45°) (3.3)

N . . . . .. ~103
cioé e costituita dalla somma di un termine tramit(5* €' "), che scompare dopo un certo

intervallo di tempo, e di un termine sinusoid@|@7* sen(1000t45°)che invece permane per

t > oo,

Se non ci interessa quello che accade per quaidhgecondo dopo l'applicazione dell'ingresso
(fase transitoria), possiamo affermare che:

"A regime, la risposta di un sistema lineare ad umgresso sinusoidale e costituita da un segnale
sinusoidale che ha la stessa pulsazione (e quiadstessa frequenza) di quello di ingresso ma con
una ampiezza ed una fase calcolate in modo oppootun

Ribadiamo che la procedura e alquanto tediosa, glestessi risultati appena descritti si possono
ottenere piu semplicemente con un altro metodad@glero solo per segnali sinusoidali).
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1)

2)

3)

4)

Prendiamo in esame la G(s) del sistema rappresetaia (3.2) e sostituiamo asl' il
termine"j ®", dovew ¢ la pulsazione del segnale di ingresg#aremo quindi

G(s)= > 6(j@) =5 L

1
1+s*10°° +jo* 107

Sostituiamo aa il valore ipotizzato diLOOO rad/se@d elaboriamo il numero complesso
cosi ottenuto.

1 _ 1
+j*10°*107° 1+

G(11000)= - =0,5- j0,5

Determiniamo il moduldv e la fasep del numero complesso ottenuto.

G(j1000) = 0,5 — j0,59 M = 0,707
¢ = - 45° (3.4)

Costruiamo un segnale sinusoidale che abbia:

* una pulsazione uguale a quella del segnale di ingresso;

* una ampiezza ottenuta moltiplicando per M il valded'ampiezza del segnale di
ingresso

* una fase ottenuta sommando un angoddla fase del segnale di ingresso

Questo segnale cosi creato sara quindi:

Vu() = M*Viu*sen(t + ¢ ) = 10*0,707*sen(1000 t — 45°) Z07*sen(1000 t — 45°)

Questo risultato, a meno del termine transitoriojd&ntico a quello ottenuto con la
trasformata di Laplace (3.3).

Possiamo affermare, allora, che:

* M rappresenta un coefficiente che, moltiplicato pkampiezza del segnale di ingresso,
ci da I'ampiezza del segnale di uscita (se M < §igtema € un attenuatore; se M>1
il sistema e un amplificatore).

» Lafaseq rappresenta invece un angolo di sfasamento chenstto alla fase del
segnale di ingresso, ci da la fase del segnaledtiita.

Tirando le somme, abbiamo scoperto che la funzibt@sferimentds(s) di un sistema
lineare ha gia dentro di sé le informazioni peedeinare i parametri della risposta del
sistema ad un ingresso sinusoidale. Per tirarla,faccorre semplicemente effettuare la
sostituziones = jo, assegnare ad il valore che interessa e calcolare moddl@ fasep

del numero complesso che cosi si ottiene.

| problemi nascono quando si vuole ripetere il al@@er una serie di valori d.

Occorrera, in questo caso, ripetere piu voltegdaaper determinar® e per ogni singola
pulsazione, effettuando un lavoro tedioso, ripaiit con elevata possibilita di errori.

A questo punto entrano in giocdiagrammi di Bode perché essi consentono di
rappresentare in modo semplice, su due diagramparag, gli andamenti al variare @i

dei due parametM e ¢ indicati nella (3.4). Tracciati i diagrammi, nompi& necessario fare
calcoli per individuare i valori per tali parametrasta leggerli dai diagrammi stessi, dopo
aver fissato il valore desiderato per la pulsazwnkedue diagrammi di Bode (modulo e
fase) insieme compongono quella che viene defiRtaposta armonicadel sistema, cioé
la risposta del sistema a sollecitazioni sinusoigbulsazione qualsiasi.
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Forma di Bode
Per tracciare i diagrammi di modulo e fabk € ¢), la G(j w) deve essere messa sotto la forma di
prodotto di termini elementari, dettaForma di Bodé, per ognuno dei quali sono noti i
corrispondenti diagrammi. Tracciati i diagrammire@ntari, quelli della5(j @) completa vengono
ottenuti semplicemente sommando graficamente tatjrdmmi. Perché cido sia possibile e pero
necessario esprimerenoduli in dB, perché il logaritmo insito nella definizione @i consente di
trasformare il prodotto di termini algebrici nek®@mma di termini grafici. Ricordiamo che, se
indichiamo corMyg il modulo in dB e coM il modulo assoluto, safys = 20* log M.
Occorre precisare, a questo punto, che i diagraetementari (e cosi quello composto) vengono
tracciati in un modo approssimato e vengono detsintotici’ perché sono costituiti da segmenti di
retta tangenti alle curve effettive: questo rendeha piu semplice la somma dei grafici parziali.
Ovviamente, con l'avvento dei Personal Computegstgumodo di costruire i diagrammi di Bode
(attraverso la composizione di diagrammi elemerdpprossimati) ha perso gran parte della sua
importanza, visto che esistono decine di progrardinsimulazione che consentono di tracciare
direttamente i diagrammi effettivi di modulo e fas@artire dalla conoscenzapbli e zerioppure
dei coefficienti dei polinomi che costituiscono nemnatore e denominatore dela(s) Saper
riconoscere, pero, il contributo che un polo o mam apportano ai diagrammi completi puo essere
utile durante 'analisi o la progettazione deiesist
A conclusione del paragrafo, diamo un esempio diesi procede per riportare la G(s) nella forma
di Bode.

s+4
G8)=——-7+r—
() s® +5¢° +6s

Mettiamo in evidenza la variabia denominatore

G(s)= s+4

 s(& +5s+6) (35)

La funzione ha certamente un unigro reale in- 4 (s + 4 = 0 = s = -4) ed unpolo nell'origine

(s = 0 al denominatone Ricordiamo che in questo caso lo zero e defirgtde perché e del tipo

s = -4 +j0, cioe la sua parte immaginaria & nullantre il polo e detto "nell'origine" perché é del

tipo s = 0 + jO e quindi corrisponde al punto dehp di Gauss con entrambe le coordinate nulle,

cioé all'origine. Tornando alla 3.5, i poli devoessere 3 in tutto, perché il polinomio al

gzenominatore e di terzo grado. Gli altri due stgiono determinando le radici del trinomio
+55+6

-5+.425- -5+ -5+
 +55+6=0 = s=_>* 225 24 _ 5;/1: 52‘1 = §=-2;s5,=-3

Possiamo quindi scrives® +5s +6 = (s + 2) (s + 3per cui la 3.5 diventa

s+4

CO)= S 2) s+ )

(36)

Riassumendo, la G(s) presenta aeoo reale in -4s + 4 = 0 = s = -4), unpolo nell'origine
(s=0), unpolorealein-2(s+2=0=>s=-2) edunpolorealein-3(s+3=0=2>s=-3.
La 2.9 non e ancora la forma di Bode che cerchi@ieoper lo zero che per i poli mettiamo in

evidenza i termini costanti
1
4(4 s+ 1)
G(s)=

SEETVE
2 3
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Raggruppiamo le costanti ed applichiamo la progréemmutativa ai termini in parentesi

A
S 1¥s)
FORMADI BODE  G(s)=——2

EEIe)

La 3.7 rappresenta la Forma di Bode cercata. Berduare i termini elementari di cui si diceva
all'inizio del paragrafo, riscriviamo la 3.7 nel dwseguente:

(3.7)

G@y=3*(1+si)*5* A REs)
3 4) s 1+s_ 1+s
2 3

A guesto punto sono ben visibili i termini elementarcati:

a) Costante (o Guadagno static®) 2

3

1
b) Zero reale negatived 1+ SZ

1
c) Polo nell'origine S

1
d) Polo reale negative» 1
1+s>
1
e) Polo reale negative» 1
1+s§

Occorre precisare che i termini trovati presentamcora la variabiles' e non | " solo perché e
radicata in quasi tutti i libri di testo l'abitudiri presentarli in questo modo; si dovrebbe pero

effettuare la trasformaziorse=? j @ come é stato detto nell'introduzione a questo chpitnoltre,

guelli indicati non sono tutti i possibili termialementari che si possono incontrare: un elenco
completo di tali termini ed una loro descrizionergano riportati in un successivo paragrafo.

Struttura dei diagrammi di Bode

 Asse delle ascisse

Sull'asse delle ascisse vengono riportate le piolsaa, con valori che variano in un range adatto a
rappresentare correttamente le curve; questo aseenane sia al diagramma dei moduli che a

guello delle fasi. | valori dio vengono riportati su una scala logaritmica peepiotappresentare in

modo valido in un ampio range. Infatti, in una naggentazione assoluta (non logaritmica) non é

possibile rappresentare con adeguata risoluziomevaleri che vanno, ad esempio, @201 a

1000000 Invece, se si pensa clog 0,01 = -2e chelog 1000000 = +6si capisce bene come la
scala risulti piu leggibile, dovendo comprenderéoriada -2 a +6. Per agevolare le cose, poi,
esistono in commercio fogli di carta millimetratancla quadrettatura gia suddivisa in modo
logaritmico, per cui basta riportare su di essettimente il valore db, senza doverne calcolare |l
logaritmo. Anche il foglio elettronico EXCEL conderdi rappresentare i suoi diagrammi su scala
logaritmica semplicemente selezionando una casklleontrollo. In ogni caso, la suddivisione
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logaritmica mette in evidenza delle decadi; coghsierando I'esempio precedente, nella Fig. 3.2
sulla scala delles vengono evidenziati i valori decadida 10° a 10°. Si tenga presente che
1E+n = 10. Di seguito, per non appesantire le figure, indieimo per la griglia verticale solo le
linee riferite agli estremi delle decadi, cioe tiea a queivalori di @ che siano pari esattamente ad
una potenza di 10

 Asse delle ordinate

o Moduli
L'asse delle ordinateiporta il valore del modulo dei termini elememtaspresso imB. L'uso dei
dB, come e stato gia detto, consente di sommare ii diagrammi elementari per avere il
diagramma completo. La scala € lineare ed & opponappresentare su di essa i valori multipli di
20 dB per un motivo che si capira nel seguito (vedi Big).

M o] Diagramma dei moduli
dB. T
+80 bocoo
+60 f------_- R S N U ISR
L s St S B
+20 Lo T S R S S
0

] 10° 10° [w]
_20 _________ I________+ ________ o ol Moo A________
40 oo oot
-6C bo_ . i ________ % ________

-80 b--oo-

Fig. 3.2

o Fasi
L'asse delle ordinate riporta in questo caso ibnaldella fase espresso in gradi sessagesimali.
Anche per le fasi si dimostra che il diagramma cdetopsi ottiene sommando i vari grafici
elementari. La scala é lineare ed é opportuno esgptare su di essa i valori multipli4b° (vedi
Fig. 3.3), per un motivo che si capira nel seguito.

Diagramma delle fasi

[o]

+180 fooonee A ; RS S SN —
+135 |ocooo-- I L demeeee

+90 oo
+45 oMl _____

0

10° 10° [@]
45 ooy 0N ___

90t
- 135 f--ooon- e T

- 180 f--mo-n
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Diagrammi dei termini elementari di Bode

Guadagno statico

K

Nella Fig. 3.4 a) e b) sono rappresentati i diagnamell'ipotesi diK = 10
Osservando i due diagrammi possiamo affermare che:
a) il modulo e costante al valoB®*Log K e non dipende quindi da.
b) la fase é costante al valddg, seK>0, al valore-180°se K<O0, qualunque sia il valore d

(la fase non dipende dg.

[M ag]
80
60
40
20
0
- 20
- 40
- 6C
- 80

[o]
180

135
90
45

- 45

- 90
- 135
- 180

- Appunti dalle lezioni dei Proff. Paolo BiscontMariano Riccardo

Diagramma dei moduli

""""" o ioLog)]
10° 10" 10’ 10 10 10° 10" 10 10°[0]
Fig. 3.4 a)
Diagramma delle fasi
""""" Cr ko
10~ 510'l ;10O 510l ;102 ;103 ;104 ;105 10°[m]
""""" A T O T 1 2
Fig. 3.4 b)

35



Dipartimento di ELETTRONICA - ITIS Barsanti - Pontigno d’Arco
SISTEMI ANALOGICI IlII - Appunti dalle lezioni dei Proff. Paolo BiscontMariano Riccardo

. Polo nell'origine

Questo polo viene detto cosi perché va all'infipiés s = 0 e quindi ha uguale a zero sia la parte
reale che quella immaginaria, per cui il suo pudgispondente sul piano di Gauss coincide con
l'origine.

Osservando i due diagrammi di Fig. 3.5, possiarferragre che:

a) il modulo tende aoo (sia in dB che in valori assoluti) quandoé molto piccoladg - 0);
tende invece ao (a 0 in valori assoluti) con una pendenza2) dB/decadejuandow €
molto grande & = «). Incrocia l'asse delle in corrispondenza della pulsazione= 1¢ =
1

b) la fase e costante al valor80° qualunque sia il valore db (la fase non dipende da).

Diagramma dei moduli
M gg] . :

+80
+60
+40
+20
0
- 20
-40
- 6C
- 80

10 [w]

Fig. 3.5 a)
Diagramma delle fasi

[o]
+180 |-coooo-

St G 1 T

+90 }-------- oo dommmooe- I e
+45 ... _. I R I S B

10° 10° [@]
- A5 Voo MM _______

- 90
- 135 f
- 180 f--ooo-d
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» Zero nell'origine S

Questo zero viene detto cosi perché va a zero pdd 8 quindi ha uguale a zero sia la parte reale
che quella immaginaria, per cui il suo punto c@oisdente sul piano di Gauss coincide con
l'origine. La differenza con il polo nell'originéasnel fatto che la variabile s e al numeratore.
Osservando i due diagrammi di Fig. 3.6, possiarfeyatre che:
a) il modulo tende aw (a 0 in valori assoluti) quande € molto piccolad - 0); tende
invece atoo (sia in dB che in valori assoluti) con una pendedz+20 dB/decadeuandowm
& molto granded§ = «). Incrocia I'asse delle in corrispondenza della pulsazione= 10
=1
b) la fase e costante al valo#®0° qualunque sia il valore db (la fase non dipende da).

Diagramma dei moduli

[MdB] : | | |
+80 fooooooe R R AR S, e —
+60 fooooo_d I b R R E
+40 }---o---- oo $ommmmoos b g b s it REEEEEEE
+20 """"" E""""': """ I""""l""""l' """" E""""T """"
O 1 1 1 1 1
20 10° 10° 10° 10° 10 10 10° [o]
e T ——
o S— R S R N —
B0 b
Fig. 3.6 a)
Diagramma delle fasi
L] : . : : . : :
+180 |--ooo- T e
+135 [ A S U R S— RS E
+90 Z l Z Z Z Z Z
+45 | NS S SN S S SRS
O 1 1 1 1 1 1 1
45 10° 100 10 10 10° 10’ 10 10 10° [@]
D —, .
S 135 [ I B A L
e e s
Fig. 3.6 b)

Si noti che lo zero nell'origine presenta andamerte si possono ottenere da quelli del polo
nell'origine semplicemente ribaltandoli rispettolasse dellew.
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» Polo reale negativo 1
1+sr

Questo polo viene detto cosi perché va all'infipios = -1f (quantita reale e negatiya
Osservando i due diagrammi di Fig. 3.7 (tracciatizp= 10™), possiamo affermare che:
a) il modulo é nullo pem che va fino al valorew = 14 (pulsazione di rottury, dopodiché
scende verseo con pendenza d20 dB/decade
b) la fase e nulla pek che va daw fino a un decimo del punto di rottura (= 0,1k); &
costante al valore di90° a partire da un valore di pari a dieci volte il punto di rotturéw
= 10k) fino all'infinito; tra @ = 0,1k e w = 10f il grafico scende con una pendenza di
45°/decade

Diagramma dei moduli

[M gg]
+80 focooo.
+60 |ooooee- A U A S S
wao | LT
+20 |-ooooooo TR S R S S
o T TTs
220 Foao. N N et S S
40 b

! ! ! !
1 ! ! !
1 1 1 1
1 T r il
1 1 1 1
1 1 1 1
-6C _________ e - - i o I
I ! I I
! ! ! !
1 1 [} !
1 T r A
1 1 1 1
1 1 1 1

5165 10° [@]

-80 |-

F-—4---Fr--4---

Fig. 3.7 a)

Diagramma delle fasi

[o]
+180

+135
+90
+45

5 10 [o]

- 90
- 135
- 180

Fig. 3.7 b)
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Zero reale negativo 1+sr

Questo zero viene detto cosi perché va a zers peflk (Quantita reale e negatiya
Osservando i due diagrammi di Fig. 3.8 (tracciatizp= 10™%), possiamo affermare che:

a)

b)

il modulo e nullo pee che va-x fino al valorem = 1k (pulsazione di rotturg, dopodiché
sale versoroo con pendenza @20 dB/decade

la fase & nulla pemw che va da« fino a un decimo del punto di rottura (= 0,1k); e
costante al valore d90° a partire da un valore div pari a dieci volte il punto di rottura
(w = 10f) fino all'infinito; tra @ = 0,1k e w = 10k il grafico sale con una pendenza di
+45°/decade

Diagramma dei moduli
[M gg] . .

+80 f--------

+60 |-oooo e b

+40 b------__

+20 oo Nl
0 [

-20 p-------- Rt e e e R

) —

-6C booo . i ________ % ________

10° [o]

-80 oo

Fig. 3.8 a)

Diagramma delle fasi

[o]
+180

+135
+90
+45

10° [o]

-45
-90 b

! ! ! ! !
! ! ! ! !
] 1 ] ] ]
1=====-=-=-= T-—=====-= r A T
) 1 ) ) )
) | ) ) )
- 135 -2 [ Lo [ Jmee - Lo
I ! I I I
! ! ! ! !
1 1 [} ! [}
1 T r A T
] ] ] ] ]
) ! ) ) )

- 180 f--oood

Fig. 3.8 b)

Si noti che lo zero reale negativo presenta andathehe si possono ottenere da quelli del polo
reale negativo semplicemente ribaltandoli rispe#titasse dellew.
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» Coppia di poli complessi e coniugati w2
n

s* +2{w s+ o}

Il termine elementare si presenta in questo caso@forma un po’ piu complicata. Prima di
spiegare come si arriva a tale forma, cerchianspiigare il significato fisico di e w,, .

Il " coefficiente di smorzamentd' viene cosi chiamato perché il suo valore condeaion
I'andamento delle oscillazioni introdotte @ali complessi e coniugatpiu ¢ si avvicina allo zero e
piu le oscillazioni diventano importanti e persigigal contrario, quandd cresce le oscillazioni
tendono a smorzarsi piu velocemente, fino a scoingpadmnoltre, con il suo valorg;delinea il tipo
di poli che vengono fuori dal termine elementare shsta studiando in questo paragrafo, come
indicato nella Tab. 3.1.

Valore di & Tipo di poli
a) | -oo < < 1| Coppia di poli reali, distinti e positivi
b)| {=-1 Coppia di poli reali, coincidenti e positivi
c) | -1<{<0 | Coppia di poli complessi e coniugati con paréale positiva
d|[{=0 Coppia di poli immaginari opposti
e) | 0<{<1 | Coppia di poli complessi e coniugati con paréale negativa
f)|{=+1 Coppia di poli reali, coincidenti e negativi
g) | 1<{ < 40 | Coppia di poli reali, distinti e negativi

Tabella 3.1

Si capisce quindi che il termine elementare indigato rappresentare tutti i tipi di poli. Noi lo
utilizzeremo solo per i cas), d) ede) (poli immaginari o complessi e coniugafirisultando piu
semplice la gestione degli altri tipi con le forstadiate nei paragrafi precedenti.

La" pulsazione naturalas,", invece, ha un significato fisico solo in presediascillazioni,
quindi quandd rispetta una delle condizioni che noi utilizzerefoad o €). Si dimostra che la
pulsazionaw che caratterizza le oscillazioni causate dai yalke:

o=0,*1-¢&?
Si verifica facilmente che = @, quando{ = 0, altrimenti € sempre < o, .

Vediamo adesso, con un esempio, come individuaaori di { e w, a partire da un trinomio nella
variabiles posto a denominatore della G(s).

1
s’+as+b

(3.9)
Imponiamo, per il trinomio nella 3.9, le seguerguaglianze:
2w, =a
o’ =b (3.10)

Con tali uguaglianze la 3.9 diventa

1
2 2
s*+2{w, s+ o,
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Risolvendo le 3.10 pefe w, , € possibile determinare le formule che consentbralcolare’ e
wp a partire dai coefficienti a e b della (3.9)

a,=\b
- - a
20/b=a = ‘u'zﬁ; (319

Per essere completo, il termine elementare dewe aeumeratore una quantita costante uguale al
termine noto del trinomio; se tale quantita e daeoccorrera fare un artificio per soddisfare la
condizione indicata (per esempio moltiplicandowed#indo numeratore e denominatore per la
stessa quantita). Il termine elementare sara qowstituito da :

2

! 3.12
s*+2lw,s+w’ (3.12)

w

La 3.12, in realta, corrisponde al termine

b

—— (313
s’+as+b ( )

che si ottiene dalla 3.9 semplicemente aggiungébtal numeratore.

o Parte reale negativa
Corrisponde ai valori df indicati alla rigae) di Tab. 3.1. Osservando i due diagrammi di Fi§.&.
e b) (tracciati pew, = 107) , possiamo affermare che:
a) il modulo é nullo pew che va da« fino alla pulsazionew = w, (pulsazione di rottura),
dopodiché scende verso con pendenza did0 dB/decade
b) la fase e nulla pek che va daw« fino a un decimo del punto di rottura (= 0,1k); €
costante al valore dil80° a partire da un valore di» pari a dieci volte il punto di rottura
(w = 10f) fino all'infinito; tra @ = 0,1k e w = 10k il grafico scende con una pendenza di
90°/decade
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Diagramma dei moduli
M qg] . :

+80 |------_-

1 1 1

1 1 1

1 4 (=

] | ]

| | |
+60 |---o--- S L "

1 1 1

1 ] 1

1 + -

] | ]

] | ]

| | 1

+40 |-
+20 | ool

0
- 20 Bt LTl LTI LED0N
40 b

! ! !
1 1 !
1 1 1
1 T [l
1 1 1
1 1 1
-6C p-o-oooo— [ Lo L
I 1 I
! ! !
! ! !
1 T r
1 1 1
1 1 1

10° [w]

1o DR

Fig. 3.9 a)

[o]
+180 |---oo--d

+135 p------d e e A
+0 Lnaen- G S S
+45 .. _. R S R S S

] 10° 10° [w]
1 S R S DU R i, N N Y S

90 |-
NEET) - IR S

- 180 f--oood

R N U

Fig. 3.9 b)

In questo caso i diagrammi effettivi differisconcadquelli asintotici in una misura che dipende
dal valore di¢. Piu ¢ si avvicina allo zero, piu i diagrammi effettivii gliscostano da quelli
asintotici; per{ = 0 il diagramma del modulo va ao«t, presentando un asintoto di equazione
o = wy. Le Fig. 3.9 c) e d) illustrano quanto detto.
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Fig. 3.9 ¢)
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» Coppia di zeri complessi e coniugati S+ 2w S+’

2
n

w

In questo caso la forma é esattamente il recipdbguiella relativa alla coppia di poli complessi e
coniugati.
o Parte reale negativa
Corrisponde ai valori df indicati alla rigae) di Tab. 3.1. Osservando i due diagrammi di Fi§03.
a) e b) (tracciati pap, = 107°) , possiamo affermare che:
a) il modulo é nullo pei che va da« fino alla pulsazionew = w, (pulsazione di rottura),
dopodiché sale verseo con pendenza di40 dB/decade
b) la fase e nulla pek che va dao fino a un decimo del punto di rottura (= 0,1k); &
costante al valore di180°a partire da un valore di pari a dieci volte il punto di rottura
(w = 10f) fino all'infinito; tra @ = 0,1k e w = 10k il grafico sale con una pendenza di
+90°/decade

Diagramma dei moduli
[M gg] ; . .

+80 "“Tfi‘g.‘EZ‘.lS‘d)“ ““““ “ ““““
+60 f-------4 S !

+40 }----____ e
F20 boooom o a v d_ .

0 :
107 10" 10° [o]

20 Ve b ____
40 b-o------d

-6C p---am--- .
- 80 Fig. 2.15 c)

Fig. 3.10 a)

Diagramma delle fasi

[o]
+180 |--oooo-d

L R S S R SN S
L S
+45 ... _. I B R

45 fO° R0 10 100 100 10 10° [o]

90 ok
- 135 f-ooooeo- oo beooonoo

- 180 f-coee-

- """ -

Fig. 3.10 b)
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In questo caso i grafici, sia quello dei moduli clogiello della fase, si possono ottenere da quelli
corrispondenti alla coppia di poli complessi e cagati con parte reale negativa semplicemente
ribaltandoli rispetto all'asse delle.

Anche in questo caso, come per i poli, i diagrametffettivi differiscono da quelli asintotici in
una misura che dipende dal valore di Piu ¢ si avvicina allo zero, piu i diagrammi effettivi s
discostano da quelli asintotici; pef = 0 il diagramma del modulo va ao- (0 in valore assoluto),
presentando un asintoto di equazione= w,. Le Fig. 3.10 c) e d) illustrano quanto detto.

Zeri complessi e coniugati Zeri complessi e coniugati (pr neg)
Diagramma effettivo modulo Diagramma effettivo fase

Modulo
Fase

d)
Fig. 3.10 c) Fig. 3.10 d)
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» Poli e zeri reali positivi — Poli complessi e congati a parte reale positiva

All'atto pratico questi casi si presentano piumaeate nello studio dei sistemi, per cui si e piader
non riportare i corrispondenti grafici per non aggodire la trattazione.

In ogni caso e sempre possibile tracciare taligrphrtendo da quelli relativi a poli e zeri nagat
0 a parte reale negativa, semplicemente rispetteEnsieguente regola:

"Il diagramma dei moduli resta invariato; il diagrenma delle fasi deve essere ribaltato rispetto
all'asse dellen".

Volendo dettagliare, possiamo dire che:

a) Il diagramma deimoduli di un polo reale positiveoincide in tutto e per tutto con quello di
un polo reale negativo.
Il diagramma dellefasi di un polo reale positivai ottiene da quello di un polo reale
negativo semplicemente ribaltandolo rispetto afi@aslellan.

b) 1l diagramma deimoduli di uno zero reale positivooincide in tutto e per tutto con quello
di uno zero reale negativo.
Il diagramma dellefasi di uno zero reale positivei ottiene da quello di uno zero reale
negativo semplicemente ribaltandolo rispetto afl@slellan.

c) Il diagramma dei moduli di una coppia di poli comgdsi e coniugati a parte reale positiva
coincide in tutto e per tutto con quello di una pi@pdi poli complessi e coniugati a parte
reale negativa.

Il diagramma delle fasi di una coppia di poli congdsi e coniugati a parte reale positiga
ottiene da quello di una coppia di poli complessbaiugati a parte reale negativa
semplicemente ribaltandolo rispetto all'asse deille

d) Il diagramma dei moduli di una coppia di zeri congdsi e coniugati a parte reale positiva
coincide in tutto e per tutto con quello di una p@pdi zeri complessi e coniugati a parte
reale negativa.

Il diagramma delle fasi di una coppia di zeri congslsi e coniugati a parte reale positiga
ottiene da quello di una coppia di zeri complessoriugati a parte reale negativa
semplicemente ribaltandolo rispetto all'asse delle

Per completezza facciamo presente che:

a) un polo reale positivo si presenta nella forma

1-st

b) uno zero reale positivo si presenta nella forma
l1-g

c) poli e zeri complessi e coniugati a parte reale iiga si presentano nella stessa identica
forma con cui si presentano poli e zeri complessiomiugati a parte reale negativa.
Quello che cambia é il range di valori assunti dq-1 <¢{ < 0; vedi Tab. 3.1 ¢)

46



Dipartimento di ELETTRONICA - ITIS Barsanti - Pontigno d’Arco
SISTEMI ANALOGICI IlII - Appunti dalle lezioni dei Proff. Paolo BiscontMariano Riccardo

Esempi di diagrammi di Bode

1) G(s)=- 22
1+50,1 L

i : iscritta i .G(s)=10*
La funzione pud essere riscritta in questo modo: G(S) 17501

Sono quindi presenti due termini elementarcdatante positivd.0 (vedi Fig. 3.4 a e b) atipolo

reale negativo; (vedi Fig. 3.7 a e b).
1+s0,1
Il polo ha unpunto di rotturain @ = 10 rad/sedw = 1/r = 1/0,1 = 10.

Diagramma dei moduli

[M gg] ; . : . . . ;

+80 oo R
+60 |-ooo--- R YR A S S S S
073NN N S S S SO N
+20 : 5 agssssafsasnnassenanssfsnnnnasinnnnasns

0 10 ! . 10° [@]
-20 p-------- R arrt LEEEE T L TN R nnr LET T EEE
40 [ LT IS
oo N AR S S
] S A R T R
Fig. 3.11 a)
Diagramma delle fasi

(] : . : : : : :

+180 |--oooo- R
+135 .o S L A SR R R R
5 IS S N N A
e

o T 1 : | : A 10° [o]

- 45 f-ooooe R B N R REEEEEEE
] NS N N

L] - AR S SN SN SN N S—
R N —,

Fig. 3.11 b)

Nelle Fig. 3.11 a) (per il modulo) e 3.11 b) (peefdse) sono stati prima tracciati i diagrammi dei
termini elementari (linee tratteggiate) e poi ésteacciato il diagramma globale come somma dei
primi due (linea continua). Si noti che nel diagnaadella fase il diagramma globale nasconde
guello del polo, perché coincide con esso.

| due diagrammi globali si possono ottenere sontmaper ogni valore db, le corrispondenti
ordinate dei termini elementari. Esiste perd unaaetpiu pratico ed & quello descritto di seguito.
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Modulo (Fig. 3.11 a)

Partendo da valori @ molto bassi (parte sinistra della scala), in um@azin cui non ci sono
pendenze, é facile trovare per tale zona il diagnamsultante facendo la somma di termini
costanti. Cosi pero < @ <10 rad/sedl diagramma risultante e costituito da una retiazontale
passante per l'ordinat€0 dB(20*log K = 20*log 10 = 20*1 = 20. Perw > 10 rad/sedra i
termini elementari esiste una sola pendenza@dB/dedquella del polo) per cui il diagramma
risultante non pud che assumere in tale zona gpefidenza. Quindi pe¥ > 10 rad/sedl
diagramma risultante é costituito da una rettaparee dal punto di coordinafe = 10; Mgg =20) e
scende con una pendenza2b dB/dedino all'infinito.

Fase (Fig. 3.11 b)

In questo caso molto semplice la fase della costasempre nulla, per cui il diagramma risultante
coincide con quello del polo. Il diagramma risuteadella fase, quindi, & costituito da una linea
spezzata che coincide con l'asse delle ascisse pee va da« fino ad un valore pari ad un
decimo del punto di rotturas(= 0,14 = 0,1/0,1 = 1 = 1®rad/s); & una retta orizzontale che va
all'infinito mantenendosi sempre sul valore@° perw che va da un valore pari a dieci volte |l
punto di rottura® = 10£ = 10/0,1 = 100 = T0rad/9 fino all'infinito; per i valori diw compresi tra

1 e100rad/se rappresentata da un segmento che raccorda lmde@ppena descritte.

Volendo dare un significato fisico ai due diagramppossiamo dire che il sistema cui appartiene
la G(s) considerata si comporta come un amplificegeon guadagno 10 (20 dB) e con la
caratteristica di un filtro passa basso con pulsazeé di tagliow = 10 rad/sec. Al di sotto di tale
pulsazione il segnale di ingresso si ritrova in itscquasi con la stessa fase e con I'ampiezza
amplificata di 10. Al di sopra di tale pulsazioneyvece, le frequenze in ingresso vengono sempre
piu attenuate e sfasate in ritardo verso i -90°,una misura tanto piu accentuata quanto
maggiore ew.
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2) G(s)= 10s
(1+s0,1)(2+ s0,001)
Nella funzione sono presenti 4 termini elementarcostante positivalO (vedi Fig. 3.4 a e b)p

zero nell'origine s(vedi Fig. 3.5 a e b}l polo reale negativole#SOl (vedi Fig. 3.7 a e b) eil

polo reale negativoﬁ1 (vedi Fig. 3.7 a e b). | due poli hannopunti di rottura,

rispettivamente, im = 141 = 1/0,1 = 10 rad/see in® = 1k, = 1/0,001 = 1000 rad/sec

Diagramma dei moduli

[M gg] ; ; : ; ; —
L i ——
+60 oo S S S S\ S N
+40 f--o---- . -------- . ----- . . a2t . ““““ . """" *. """"
+20 ' ' ' ....uiu...u
-20 ------‘ e LE T ,----.---'-t:.,-------,—---.----!:.;;------,------ 10 (o]
SR TS N N S . SR B S
oS — AR S S 23 S AT
) U N R 2 A

Fig. 3.12 a)
Diagramma delle fasi
L] : : : : : : :
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+135 .o S L A SR R R R
490 S N SO U AU M
+45 | ___ S B N S S IO S

0 ] . 10° [w]
-45 p-------- Gt EEREEE, S L EEE R - e L
) B 2 OO e A
SECT) S— SRS S S S S S
) S N S
Fig. 3.12 b)

Modulo (Fig. 3.12 a)

Per valori diw al di sotto dil0 rad/secdevono essere sommate graficamente una retta otaeo
passante per I'ordinat20 dB corrispondente alla costante, ed una retta codgreza di-20
dB/deccorrispondente al polo nell'origine. La risultadi@uesta somma é costituita da una retta
avente ancora la pendenza+@0 dB/deana traslata verso I'alto dD dB Tra i valoriem = 10
rad/sece w = 1000 rad/seci sono due pendenze opposte: unafi dB/deadello zero nell'origine
e l'altra di-20 dB/deadel primo polo reale. Queste due pendenze si cosgp® a vicenda e quindi
la curva risultante diventa orizzontale sul valdirdO dB Al di sopra del valore = 1000 rad/sec

49



Dipartimento di ELETTRONICA - ITIS Barsanti - Pontigno d’Arco
SISTEMI ANALOGICI IlII - Appunti dalle lezioni dei Proff. Paolo BiscontMariano Riccardo

compare anche la pendenza del secondo peR0diB/de¢ che porta a due le pendenze negative
contro l'unica positiva dello zero nell'origine.r@e risultato si ottiene, in questa zona di pulsazio
una pendenza risultante negativaafl dB/deache prosegue fino all'infinito.

Fase (Fig. 3.12 b)

Fino al valorem = 1 rad/sequna decade prima del punto di rottura del primio)il diagramma
risultante ricalca quello dello zero nell'origi@90°). Poi compare la pendenza del primo polo
(-45°/deg che, essendo unica in quel range di pulsaziomgcae con quella del diagramma
risultante. Quande = 100 rad/sescompare la pendenza del primo polo ma comparé&aagiet
secondo che si sostituisce all'altra, per cuidhgdamma globale continua con la stessa pendenza.
Quando, infinew = 10 rad/secscompaiono tutte le pendenze per cui il diagramisuitante
procede orizzontalmente al valore raggiunre®f) fino all'infinito.

Il sistema cui appartiene la G(s) considerata shgporta come un amplificatore con guadagno
100 (40 dB) con caratteristica passa banda; le qgu#sazioni di taglio sone@ = 10 rad/sec @ =
1000 rad/sec. Si noti che il segnale d'uscita pemolto basse é sfasato di 90° in anticipo rispetto
all'ingresso mentre pew molto grandi & sfasato di 90° in ritardo. Esistea pulsazione centrale
o =100 rad/sec in corrispondenza della quale i seljdi ingresso e di uscita sono in fase.
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-100(1+s0,01)
(1+s0,1)(1-s0,001)
Nella funzione sono presenti tastante negativa -100vedi Fig. 3.4 a e b), Ieero reale negativo

3) G(s)=

(1+s0,01)(vedi Fig. 2.11 a e bjl, polo reale negativo%Ol (vedi Fig. 3.7 a e b) atlpolo reale

positivo ﬁl' | punti di rottura sono:w = 100 rad/se@er lozerg @ = 10 rad/seqer il polo
- S ,

negativq w = 1000 rad/seper il polo positivo

Diagramma dei moduli

(M el : . . : : : :
L S
o) — SN S R S SO R
+40 AR S N SOV A s S
420 Lo A S Lo ; P SaN S RS
O 5 . . 10° [o]
-20 fooooo--- N S L R N e
S T M R Y e
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Fig. 3.13 a)
Diagramma delle fasi
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Fig. 3.13 b)
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Modulo (Fig. 3.13 a)

Fino alla pulsazione = 10 rad/seaon ci sono pendenze e la curva risultante coinmiel
diagramma della costant®lg = 20 log 100 = 20 * 2 = 40 dB Tral10e 100 rad/see@siste una
unica pendenza negativa-80 dB/deddovuta al primo polo) e la curva risultante assujuella,
portandosi al valore di20 dB Tra100e 1000 rad/se@sistono due pendenze uguali ed opposte
(-20 dB/deqper il primo polo e+20 dB/deer lo zero) che quindi si compensano, per caulaa
risultante si stabilizza al valore €20 dB. Infine, dal000 rad/see fino all'infinito, si presentano
una pendenza positiva €20 dB/dedper lo zero) e due pendenze negative@idB/decciascuna
(per i due poli): combinando tali pendenze si atigper la curva risultante, una pendenz2di
dB/dec

Fase Fig. 3.13 b)

Fino alla pulsazione = 1 rad/seaon ci sono pendenze e la curva risultante coinooel
diagramma della costanfe = -1809. Tral e 10 rad/secesiste una unica pendenza negativa di

- 45°/dec(dovuta al primo polo) e la curva risultante assujuella, portandosi al valore-@25°,
Tral0e 100 rad/seesistono due pendenze uguali ed oppestévdecper il primo polo e
+45°/decper lo zero) che quindi si compensano, per caut&a risultante si stabilizza al valore di
-225° Tral00e 1000 rad/seci perde la pendenza negativa del primo polo epenenla pendenza
positiva del secondo polo, mentre resta invara@eindenza positiva dello zero: come risultato di
guesto la curva risultante acquista la pende®@f8/dece si porta al valore di135° Tral1000e
10000 rad/sesi perde anche la pendenza positiva dello zercsypeesta solo la pendenza positiva
del secondo polo (quello positivo): la curva riaalie non pud che assumere quella, portandosi al
valore di-90°. Infine, dal0000 rad/see fino all'infinito, tutte le pendenze scompaioper cui la
curva risultante si mantiene costante al valor®ai.

Il sistema cui appartiene la G(s) in esame e cerarte di tipo passa basso con guadagno 100 e
pulsazione di taglio inw = 10 rad/sec. L'andamento della fase € un po’ sttama questo e
dovuto al fatto che la G(s) é stata inventata sea#aun criterio e solo per motivi didattici.
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10°
s(s” +80s+10")

4) G(s)=

10* 10*

Se riscriviamo la G(s) sotto la forn@(s)=
(®) () s(s’ +80s+10")

possiamo riconoscere i seguenti

.. . .. .1 . .
termini elementari: l@ostante positiva 1,Qunpolo nell'origine = ed una coppia goli complessi
s

10
(s® +80s+10")
0? =10 = w, =v10* =10 =100
80 _ 80 _
2w, 2*100

Quindi, in base al valore die alla tabella 3.1, si tratta poli complessi e coniugati con parte reale
negativa.

e coniugatiG(s)= . Per questi ultimi poli si ha

2w, =80= ¢ = 0,4

Diagramma dei moduli

(M el : . . : : : :
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Fig. 3.14 a)

Diagramma delle fasi
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Fig. 3.14 b)

53



Dipartimento di ELETTRONICA - ITIS Barsanti - Pontigno d’Arco
SISTEMI ANALOGICI IlII - Appunti dalle lezioni dei Proff. Paolo BiscontMariano Riccardo

Modulo (Fig. 3.14 a)

Fino adw = 100 rad/sec'é da sommare solo il contributo della costargaeadio del polo
nell'origine (la coppia di poli complessi in questaa non da contributo alcuno); quindi il
diagramma risultante si ottiene traslando versm I 20 dBil diagramma del polo nell'origine.
Perw > 100 rad/secompare la pendenza dovuta alla coppia di poligtessi (40 db/deg, che si
somma a quella del polo dell'originR@ dB/deg per cui il diagramma risultante presenta una
pendenza complessiva-@0 dB/de¢ che mantiene fino all'infinito. In realta, il di@amma
risultante dovrebbe essere corretto per tener ateltpicco presente in corrispondenzads wn,
per effetto del valore di = 0,4 Noi non I'abbiamo fatto per semplificare le cose.

Fase (Fig. 3.14 b)

La costantd 0, essendo positiva, non da alcun contributo. Fthe & 10 rad/secolo il polo
nell'origine contribuisce alla fase9Q°), per cui il diagramma complessivo coincide coelpudi

tale polo. Peto compresa trd0 e 1000 rad/secompare la pendenza della coppia di poli complessi
(-90°/deg¢ ed il diagramma risultante scende con tale peraldPein» > 1000 rad/secinfine,

scompare ogni pendenza, per cui il diagramma astédtprosegue in linea orizzontale2@0°, fino
all'infinito.

Il sistema cui appartiene la G(s) in esame é dotipassa-basso, ma con un andamento
particolare. Infatti, per pulsazioni vicine allo ze ha un guadagno praticamente infinito, che puo
mandare in saturazione l'uscita: si vedra che quesomportamento e tipico dei circuiti
integratori. Per pulsazioni molto grandi, invecd,guadagno tende ad annullarsi.

Alcune considerazioni sui diagrammi di Bode

* Pulsazione di risonanza
Abbiamo visto precedentemente (anche se solo dg&h) che il diagramma di Bode per un
sistema con una coppia di poli complessi e conifdak ¢ < 1) presenta un picdd, in
corrispondenza di una pulsaziang che viene dettagulsazione di risonanZaperché legata al
palleggiamento di energia tra due diversi compardsitsistema, proprio come accade nello studio
della risonanza nelle reLC. Anche il picco, per lo stesso motivo, viene delttrisonanzd. Per
essere precisi, esso si presenta per valdrcdmpresi trd e 0,707 Diminuend, la pulsazione di
risonanza si avvicina alla pulsazione natutalpsolo quando¢ =0 2 w; = w,. La pulsazione di
risonanzae, rappresenta la pulsazione a cui il sistema siaredibe ad oscillare naturalmente,
senza alcun forzamento esterno. La pulsazionealatw ha lo stesso significato, pero in assenza
di ogni fenomeno dissipativo all'interno del siste(d = 0).
Si dimostra che I'ampiezza del picco di risonaesaressa in assoluto (nondB), vale:

M. = 1

=
2% £x \J1-¢7?
Mentre la pulsazione di risonanza € legata a qmellarale dalla relazione

, :wn*m

* Determinazione approssimata della risposta armon&a ciclo chiuso
Per sistemi che non introducono tagli in bassaueeqa, € possibile legare tra loro, in modo
approssimato, la risposta armonica della funzioriedferimento a ciclo aperto e quella della
funzione trasferimento a ciclo chiuso. Consideriahssstema di Fig. 3.15.
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X(s) Y(s)
G(s)
H(s) Fig. 3.15

Esso ha funzione di trasferimento a ciclo chiuso

Gs) _ G

W= T Her 6E) - 1+FG)

in cui F(s) = H(s) * G(s)é la funzione di trasferimento a ciclo aperto.
In termini di risposta armonica avremo

W(w)=—08) (314
1+ H(jw)* G(jw)
Volendo considerare solo i moduli, la 3.14 diventa
. G(jw)
W(w) = |. *| — (3.15)
1+ H(w)* G(jw)
Consideriamo ora le seguenti approssimazioni:
o QuandoH(jw)* G(j@) >> 1, e quindi|G(je ) >> m l'unita a denominatore della
(0]

3.15 puo essere trascurata, ottenendosi

| [ Gleo)—_ 1
. _ - 3.16
W(e) ()" GGo) ~ [AGaT Gl _JHGe) 0

o Quando inveciH(jw)* G(jw) << 1, e quindi|G(jw ) << |H(Jl )| I'unita a denominatore
(0]

della 3.15 e preponderante, per cui possiamo serive

W(je) OG(e) (3.17)

Riassumendo, possiamo dire:

Il diagramma dei moduli di W) puo essere approssimato con quello relativo allérso di
1

HGe)

Puo, invece, essere approssimato a quello dipfger quelle pulsazioni in corrispondenza delle

H(jw) per quelle pulsazioni in corrispondenza delle dua |G(jw )| >>

quali & [G(je )| << —— |H(J T
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Un esempio concreto chiarira quanto detto. Conisiner un sistema con

100
G(s)=
(®) (1+s10™")(1+s107?)
0.1
H(s)=—————
() 1+s1(®

La Fig. 3.16 rappresenta i diagrammi dei moduliediinzioniG(jw), 1/H(jw) e W(jw).

Bode Diagram
60

Glj
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20
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Fig. 3.16
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La pulsazione» rappresenta la "frontiera” tra le condizioni

: 1 . 1
|(3(Ja))|:’IF1Zi&;5[ |(3(Ja))|<:IF1Zia;SI C3_1f3)

Quandow < @', laW(j ») si approssima con la funziof¢H(j @ ); quando invece > o, la

W(j a)) si approssima con [&(j w ). Il segno di maggioranza sempllce nelle 3.18 fzhsiper

o = siabbia una approssimazione pitl scadente. Infiqmylsaziones coincide (il piu delle
volte) con la pulsazione di taglio della funziondrdsferimento a ciclo chiuso, come si puo ben
vedere dalla Fig. 3.16.

» Determinazione approssimata della banda passante dn sistema
La banda passante di un sistema retroazionato repgmta l'intervallo di frequenze in
corrispondenza del quale il modulo della funziongakferimento a ciclo chiuso non € mai
inferiore al 70% ( oppure a 3 dB se il modulo presso in dB) del valore massimo che esso
assume.
Osservando la Fig. 3.16 possiamo notare che quande , si ha

|G(Jw )| equindi |G(jw )|*|H(jw)| =|F(ja))| =

|H<J )
Esprimendo i moduli in dB, possiamo scrivere
FGe), =0

Si scopre, quindi, che  coincide con la pulsazione critie, cioé con la pulsazione alla quale il
diagramma dei moduli della funzione di trasferinoeatciclo apertd-(j o ) attraversa l'asse delle
ascisse. In definitiva, allora, &€ possibile afferenehe:

Per sistemi che non introducono tagli in bassa fremza, la banda passante é

approssimativamente uguale alla pulsazione di atteessamento (pulsazione critica) della
funzione di trasferimento a ciclo aperto.

Bode Diagram

40

20 S ni

J O

-20

-40

-60

Magnitude (dB)

-100

-120

-140

-160 .!/

10 10° 10" 10° 10° 10" 10°
Frequency (rad/sec)

Fia. 3.17
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Confrontando la Fig. 3.16 con la Fig. 3.17, in ®oio state riportate solo le funzidiijw) ed
F(jw), si puo notare ch@ ew. coincidono.

* Legame tra prontezza di risposta e banda passante
Il parametroche viene normalmente utilizzato per avere unadd#ia prontezza di risposta di un
sistema € il tempo di salita Si dimostra che esiste un legame tra il temsaliia e la banda
passant® di un sistema, nel senso che

Maggiore e la banda passante di un sistema e magg#la sua prontezza di risposta (minore € il
tempo di salita); questo é giustificato dal fattheun sistema con una banda passante ampia € in
grado di seguire le sollecitazioni che variano rdamente, perché le componenti armoniche in
alta frequenza presenti nella sollecitazione nomgeno attenuate.

Il legame, approssimato, tra tempo di salita e bgrassante ¢ il seguente:

t,* BL0,35+0,5
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U.D.2: DIAGRAMMI DI NYQUIST

Generalita
La G(jo) rappresentata sui diagrammi di Bode non é alimla G(s) corrispondente a valori della
variabile complessa s presi sul semiasse immaginpasitivo del Piano di Gauss. Viene
considerata solo la parte positiva del semiasseaigimario perché fisicamente corrisponde ad
una pulsazione e quindi € una quantita intrinsecéengositiva.

Im 4

ol — ST
Fig. 3.18

»
|

Re

Si definisce diagramma polare’ di G(s) un diagramma che fonde in un'unica figuea
informazioni che sui diagrammi di Bode sono riptataeparatamente per modulo e fase. Questa
fusione si ottiene rappresentando e congiungeraldoto, su un Piano di Gauss, tutti i punti
rappresentativi dei valori complessi che la ¥(assume quande viene fatta variare da O
all'infinito. Il diagramma cosi ottenuto € oriemtattel verso delle crescenti.

Un "diagramma di Nyquist® e il diagramma polare di una @{j esteso a valori negativi di.
Quest'ultima quindi varia dac-a +0. Si dimostra che la parte di diagramma relatila@Inegative

e simmetrica, rispetto all'asse reale, di quellativa allew positive. La prima partax(< 0) si puo
quindi ricavare direttamente dalla seconda>(0). Per inciso, si osservi che la condizien& 0
non ha alcun significato fisico, ma solo matematico

| diagrammi di Nyquist che tracceremo sarannopb tjualitativo e saranno ricavati con l'aiuto dei
diagrammi di Bode. Si faccia attenzione, pero, ichduli di G(jv) nei diagrammi di Bode sono
espressi in dB mentre nei diagrammi di Nyquist sesyressi in valore assoluto.

10

Esempio
@+ jwOl(1+ jw00])

G(jw) =

M[dB]
+40

BODE NYQUIST

+20

0

1G

10°

v

10

10°

v

10

(0}

Fig. 3.19 a)

v >
\Re

Im=0
Re =10
o>0

Fig. 3.19 b)
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Cerchiamo di far capire come e stato costruit@gaijchmma di Nyquist (Fig. 3.19 b) a partire da
quelli di Bode (Fig. 3.19 a). Consideriamo iniziainte il tratto di curva relativo alte positive

(curva a tratto pieno). Dal diagramma di Bode saraihe, quande € zero, il modulo della Gg§)

vale 20 dB (10 in assoluto) e la fase vale 0; diseguenza il corrispondente punto rappresentativo
sul piano di Gauss si trova sull'asse reale pas#idistanza 10 dall'origine. Tornando alla fig.S3.
a), si nota che all'aumentarecglla curva dei moduli tende &-dB (e quindi a 0 in assoluto),
mentre la fase diventa negativa e tende al vainadefdi -180°. La curva, quindi, concludera la sua
"corsa” nell'origine, perché il modulo di @jjtende a zero, e nel tratto finale si manterrge¢are
all'asse reale negativo, perché la fase dovra teradel80°. Nel tratto intermedio t&a= 0 ew =

+o0, la curva dovra essere tale che ogni suo punta gedtinuamente diminuire sia la sua distanza
dall'origine sia I'angolo che il segmento che Isoe all'origine forma con l'asse reale positivo:
guesto lo si deduce ancora dalla fig. 3.19 a) uRailteriore chiarimento, nella fig. 3.19 a) sono
stati indicati, in corrispondenza di una pulsazioompresa tra 10 rad/s e 100 rad/s (purtroppo non
e meglio identificabile dal grafico) i punti A edhe individuano, rispettivamente, modulo e fase
della G(j) che, riportati nella fig. 3.19 b) danno originganto C. Infatti il modulo letto in
corrispondenza del punto A, convertito in assoltappresenta la distanza del punto C dall'origine
(a meno di errori di scala nel disegno), mentregkdo letto in corrispondenza del punto B (-90°)
pone il punto C sull'asse immaginario negativophete del diagramma relativa atbenegative, per
guanto detto precedentemente, pud essere ricagataindo la curva simmetrica, rispetto all'asse
reale, di quella trovata perdepositive. Per distinguere le due curve, quellal@ernegative viene
resa tratteggiata. Per concludere, occorre assednaarso di percorrenza alla curva globale cosi
ottenuta. Il verso deve essere tale da indicgreriorso delle crescenti, dae a 0 per leo

negative e da’0a +o per leo positive.

Alcuni diagrammi di Bode e di Nyquist tracciati conMatlab
Negli esempi che studieremo indicheremo le funzibmiasferimento nel modo classico (cioé come
funzioni di s), ma le curve sono tracciate dopa aestituito il terminge alla variabiles.

1 10 Bode Diagram
) ()= 0,1s+1

Magnitude (dB)

M-file 1

% Numeratore

n=10

% Denominatore
d=[0.1 1]

% Genera la funzione
G = tf(n,d)

% Traccia i diagrammi di 5
Bode nella Fig. 1 e AN
bode(G) \

% Crea una nuova figura (2 /

figure of + j
% Traccia il diagramma di
Nyquist nella Fig. 2
nyquist(G)

Phase (deg)

Imeginary Axis
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In fig. 3.20 il diagramma di Nyquist parte dal poicli coordinate 10,0 perché pew = 0il modulo
vale10e la fase val@°. All'aumentare diw il modulo tende a Qil che significa che la curva deve
avvicinarsi all'origine, dove finisce la sua cornsavvicinamento all'origine avviene lungo una
direzione di90°, perchda fase tende a -90° pes = «. La parte tratteggiata della curva e quella
relativa allew negativee viene ricavata peimmetriarispetto all'asse reale.

40

2) G(s)= 10s
(0,1s+1)(0,001s+1)

20

Magnitude (dB)

0

-20
% Numeratore %

n=[10 0] w
% Denominatore ¢
d = conv([0.1 1],[0.001 1]) o
% Genera la funzione o0
G = tf(n,d)

% Traccia i diagrammi di Bode
nella Fig. 1

bode(G)

% Crea unauova figura (2)
figure

% Traccia il diagramma di Nyqui
nella Fig. 2

nyquist(G)

Phase (deg)

50

Imaginary Axis
o

Fig. 3.21

-20 6 éO 40 6‘0 éO 100
Real Axis

Il diagramma di Nyquist di fig. 3.21 pantiall'origine con una pendenza di +90perché pew = 0

il modulo €0 e la fase vale90°. All'aumentare di» la curva si allontana dall'origine perché il

modulo cresce, raggiungendo un valore pressochantesn un range di pulsazioni intorno al

valore100 rad/s dopodiché la curva si riavvicina all'origine pe&dl modulo comincia a diminuire

e perw 2 o raggiunge l'origine con pendenza@0°. La curva, quindi, parte dall'origine e ritorna

nell'origine, descrivendo cosi una curva chiusapdude relativa alle negativenon si nota perché

e perfettamente sovrapposta a quella relativawafiesitive.

3)

G(s)= -100(0,01s+1) _ s+100
(0,1s+1)(-0,001s+1) (0,1s+1)(0,001s-1)

Da questo punto in poi vengono rappresentati sgtafici con alcune considerazioni su di essi,
visto che I' M-file &€ sempre lo stesso; cambia $@lunzione da rappresentare.
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20 ‘ Bode I?iagram ‘ . Nyquist Diagram
g 20~ 4: ——————————————————— 3 777777
2 R _—

Imaginary Axis

Phase (deg)

100 -80 -60 -40 20 0

Frequency (rad/sec) Real Axis

Fig. 3.22

Il diagramma di Nyquist di fig. 3.22 parte dal poigiell'asse reale negativo di coordinaf€,0
perché perw = 0 il modulo valel00e la fase180°. Al crescere di» il modulo decresce
continuamente e questo ci dice subito che la climigce nell'origine. La fase pero inizialmente
decresce e diventa piu negativaIB0° e quindi la curva si sviluppa nitlquadrante del piano di
Gauss; poi la fase comincia a crescere e si rigortzalori meno negativi dii80° per cui la curva

si sposta ndll quadrante del piano di Gauss. Per = « la curva entra nell'origine con pendenza
di -90°. La curva relativa alle negativeé ottenuta, come al solito, per simmetria da quellativa
alle o positive.

4) 105
G(s)= .
s(s’ +80s+10*)
Bode Diagram Nyquist Diagram
1.5 T T T T T
g ir J 1
g 05
g [0 e
]
5 05
£ -t
15 08 06 04
Frequency (rad/sec) Real Axis
Fig. 3.23

Il diagramma di Nyquist di fig. 3.23 parte da umpinfinitamente lontano dall'originee da una
direzione pari a90°, perché pew = 0il modulo ex e la fase vale90°. Si capisce subito che la

curvava a finire nell'origine, perché il modulo decresce in continuazione; lezibne di arrivo

-270° Quindi la curva, partita ddil quadrante del piano di Gauss, nella parte finale invade il

guadrante Ancora una volta la parte di curva relativa alleegativesi ottiene per simmetria. Si
noti che l'intera curva risul@perta questo e dovuto alla presenza del polo nell'neis.
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MODULO 4: STABILITA'
U.D. 1: CRITERI DI STABILITA'

Generalita sulla stabilita
Uno dei pochissimi punti deboli di un sistema corgazionato € costituito dal rischio di diventare
instabile Questa possibilita € legata proprio al fatto ghde del segnale di uscita viene riportato in
ingresso: infatti, se per un qualsiasi motivo gyis&e di retroazionsi sommaa quello di ingresso
(reazione positiva)anziché sottrarsi una qualunque variazione del segnale di uscitscagn
modo sbagliato sul segnale di errore, col risultitanforzare anziché smorzar¢ale variazione.
La cosa non finisce qui, perché questo peggioexiatimente il segnale di errore che a sua volta
peggiora ulteriormente l'uscita, e cosi via, sedoenna reazione a catena, fino a quando non
intervengono le non linearita del sistema a blaoedtevoluzione. Risultato di questo processo
degenerativo € una uscita bloccata su un valosd figppure oscillante ad una determinata
frequenza. In entrambi i casi il sistema non sqgude indicazioni dell'ingresso: si dice in questo
caso che il sistemanbn e stabilg, oppure che éifistabile'. Occorre dire, pero, che in un sistema
retroazionato negativamente il processo degenerdticui si parlava prima non si innesca sempre.
Perché l'innesco abbia luogo, occorre che il segola¢ viaggia nel sistema, percorrendolo al suo
interno (linea diretta e linea di reazione), subicdue seguenti azioni:

o0 uno sfasamento di80°, che faccia in modo che il nodo di confronto radiiesso non faccia

piu una differenza ma una somma { (-b) = a +
0 una amplificazione, anche appeanaggiore di 1(maggiore dD dB), in modo che il segnale
si rinforzi ad ogni giro che fa nel sistema.

Il procedimento appena descritto, estremamenteasanper un sistema che deve funzionare in
campo lineare (Eamplificatori), viene invece impiegato per creare un generatoi@ma d'onda.
Ricordiamo che le condizioni ddarkhausennecessarie per l'innesco delle oscillazioni sdase
di G*H = 180° ; modulo di G*H >= 1in cuiG*H e lafunzione di trasferimento a ciclo apertdel
sistema in esame.
Tornando ai sistemi lineari, occorre quindi veafie se le condizioni suddette si presentano e in
guesto ci aiutano vari criteri di stabilita, trai quello di Nyquist e quello di Bode. In altre pkxo
con questi criteri, rivolti entrambi allo studio I@efunzione di trasferimento a ciclo aperto, noi
potremo dire se il sistema in esame ¢ stabiletaliile e, se stabile, quanto dista dalla condizitine
instabilita.
A questo punto diamo una definizione per la stebili

"Un sistema lineare, stazionario e con condiziomiziali nulle, & stabile se la sua risposta si
mantiene limitata in corrispondenza di una qualsiasollecitazione di durata limitata; altrimenti
e instabile. Nel caso particolare in cui l'uscitende a 0 al cessare della sollecitazione, il sistem
viene detto asintoticamente stabile".

Quindi, le condizioni per verificare la stabilitauh sistema sono:

» la sollecitazione deve avederata limitata; deve cioé essere nulla ges ty e pert > t; ,
dovety ety sono gli istanti in corrispondenza dei quali haimie termine I'azione della
sollecitazione;

» l'ampiezza della risposta devendere a0 (stabilitd asintoticg o deve assumere un
valorelimitato (stabilita semplicg quando viene rimossa la sollecitazione.
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Agganciandoci allo studio fatto mediante l'antitoasata di Laplace, possiamo affermare che il
comportamento del sistema, ai fini della stabildggende dal tipo di poli, secondo la seguente
tabella:

SISTEMA POLI

Asintoticamente stabile | Tutti i poli sononegativi 0 a parte reale negativa

Uno o piu poli sonaulli o a parte reale nulla, ma di tipo semplice

Semplicemente stabile Gli altri, eventualmente presenti, sono negatigigarte reale negativ

D

Almeno un polo éositivo 0 a parte reale positiv®ppure almeno un

Instabile poloé nullo o a parte reale nulla, ma di tipo multiplo

A testimonianza di quanto detto e per una utileciseione con Matlab, si provi a determinare,
mediante la funzione "ltiview" di Matlab, le risgesall'impulso di una serie di sistemi le cui
funzioni di trasferimento sono di seguito indicate.

e G(s)= 10 = 2 poli reali negativi
(0,1s+1)(0,01s+1)
. G(s):ZL = 2 poli complessiconiugati con parte reale negativa
s°+0,4s+1
. G(s):l—O = 1 polonullo eun polorealenegativo
s(0,01s+1)
c G(s)=— " = 2 poli complessiconiugati con partereale nulla
S
« G(s)= 10 = 1 poloreale negativoed 1 polo reale positivo
(0,1s+1)(0,01s-1)
. G(s):ZL = 2 poli complessiconiugati con partereale positiva
s°-04s+1
10 . .
* G(s)=———— = 1 polonullo doppioe un polorealenegativo
(s) 0,015+ 1) p pp p g
. G(s):% = 2 poli doppicomplessiconiugati con partereale nulla
S
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Criterio di Nyqguist
Possiamo, a questo punto, parlare del criterio yljuist per la stabilita. Esso vale per sistemi
controreazionati dei quali si conosca la funziongaferimento a ciclo aperto (v. Fig. 4.1).

X(s) G(s) /() Wie-— 8O __G)
T 1+H(S)* G(s) 1+F(s)

con F(s)=H(s)* G(s)

H(s)

W(s) = Funzione di trasferimentocéclo chiuso

G(s)= Funzione di trasferimento dellaea diretta

Fig. 4.1 H(s) = funzione di trasferimento dellmea di retroazione
F(s) = Funzione di trasferimentaciclo apertc

Per poter applicare il criterio di Nyquist, occocanoscere il numero goli positivi 0 a parte reale
positiva B presenti nelld(s) (non nella W(s): infatti, sapere che la W(s) hati positivi o a
parte reale positiva significa sapere gia che gtema e instabile, il che rende inutile il criteried

il numero digiri N, consideratpositivi in senso antioraripche il diagramma di Nyquist dellgs)
compie intorno al punto particolagel + jO), disposto sull'asse reale negativo ad una distanza
dall'origine pari ad 1. Per verificare che il sistesiastabileoccorre verificare che sia

N =P,

A questo punto e obbligatorio fare una serie disamgrazioni che ci consentono di utilizzare al

meglio il criterio di Nyquist

* Questo criterio ci consente di valutare la stabiliél sistema a ciclo chiuso senza bisogno di
conoscere la funzione di trasferimefitgs) (spesso di difficile valutazione) ma operando su
guella a ciclo apertb(s), la quale risulta semplicemente dal prodotto dsillie funzioni note
H(s) e G(s). Anche il numero di poli positivi 0 a parte replasitivaP, dellaF(s) & facilmente
individuabile, visto che tali poli coincidono conejli di H(s) e G(s) messi insieme e che sono
guasi sempre noti.

» Se il diagramma di Nyquist dell&s) compie intorno al puntp-1 + jO) un numero di giri
negativo (rotazioni in senso orariphon occorre altro per dire che il sistenmastabile Infatti,
essendd, una quantitantrinsecamente positivgnon ha senso, infatti, dire che una F(s) ha,
per esempio, -2 poli positivijon potra mai essere N =fperché le due quantita sono di
segno opposto.

» SeP, =0(in questo caso si dice che la funzione di trasfento a ciclo apertg(s) e stabilg,
basta verificare che il relativo diagramma di Nygjaon circondail punto( -1 + jO) per poter
affermare che l&V(s) é stabilgCriterio diNyquist ristrettq. Infatti, in questo casol® =0e
quindi e verificata la condiziord = P, .

« |l fatto che laF(s) a ciclo aperto simstabile (R, # 0) non implica che lo sia necessariamente
anche lan(s). Quest'ultima, infatti, potra essestabile (se N = F) oppureinstabile (se N£ Pp).

* Quando la(s) a ciclo aperto ha upolo nullo o a parte reale nullail diagramma di Nyquist
ha dei rami che vanrall'infinito , per cui occorre stabilire come chiudere la cymeacontare il
numero di giri N che essa fa intorno al puta + jO). In tal caso, a partire dal punto
all'infinito corrispondente alla pulsazione= O, si tracciano in versorario delle
semicirconferenze di raggio infinito in numero pafa molteplicita del polo nullo o a parte
reale nulla, fino a raggiungere il punto all'infinito corrispdente alla pulsazione = 0"
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» Sidimostra che al variare del guadag¢hib diagramma di Nyquist siontrae o si espand@
seconda dei casi) intorno all'origine, per cui paoadere che il pun{o-1 + jO) sia allinterno
della curva per determinati valorildied allesternodella stessa per altri valori i venendosi
cosi a modificare il valore dN. Questo comporta che uno stesso sistema, contemdeato
valore perP,, possa essestabileper certi valori del guadagno(® = Py) einstabile per altri
valori (N # Pp).

Alcune applicazioni del criterio di Nyquist per laverifica di stabilita

Nota: il punto -1+j0 e indicato nei grafici con una cretta. Quando € necessario contare il numero
di giri N che la curva fa intorno a tale punto, ad@ne usare una matita con una estremita fissa sul
punto -1+j0 , mentre l'altra estremita viene puataul punto corrente della curva al variare @i

da <o a +oo: il numero di giri che la matita fa su se stessancide col numero di giri cercato N (il
segno di N sara positivo se i giri avvengono insgeantiorario, sara negativo se i giri avvengono
in senso orario). Ricordiamo inoltre che le funziche considereremo in questo paragrafo sono
tutte funzioni di trasferimento a ciclo aperto.

° F(S) = 10 = Pp = O
(0,1s+1)(0,01st 1)
5 ‘Nyquist‘Diagram ‘
- - T~ Si vede subito che la curva non
‘ S/ N effettua alcun giro intorno al punto
o 2} N\ -1+j0; quindi N = 0.
< ( Essendd\ = P, il sistema e stabile
g
Fig. 4.2
¢ Fe=— = P =

Questo e uno di quei casi in cui la stabilita dgeerdal valore di K. Infatti, se calcoliamo
I'espressione della funzione di trasferimento bbabiuso W(s), otteniamo:

k k
W(s)=—S=L1 - s-1 _ k ,_s-1 __k
1+ Kk s-1+k s-1 s+(k-1) s+(k-1)
s-1 s-1

Dall'espressione ottenuta vediamo che la W(s) haolmp = -(k-1) Si ricava facilmente che se
k>1 il polo € negativogqistema stabile asintoticamentesek=1 il polo € nullo gistema
semplicemente stabilpsek<1 il polo é positivo gistema instabile

Le figure 4.3 a) e appresentano i diagrammi di Bode dél(8) tracciati per un valork=10
(sistema stabileg k=0,5 (sistema instabileRicordiamo ché&, = 1.
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Nyquist Diagram

Nyquist Diagram

5 T — — T 1
— ™~
/ \ 05f
2 °
x x
< <
> >
X + :
2 2
E E
,0.5,
N 1 . . . .
20 8 6 4 0 1 0.8 0.6 0.4 0.2 0
Real Axis Real Axis
. N M \
Fig. 4.3 a Fig. 4.3 b;

Nella figura 4.3 a)k=10) la curva compie un giro in senso antiorario aboal punto1+j0,

indicato dalla crocetta. Quintli=1 ed essendo anclg = 1, si haN = P, ed il sistema &tabile
Nella figura 4.3 b)K=0,5) la curva non compie alcun giro intorno al pufit®j0, per cuiN=0.
Essendo ancomd, = 1, si haN # P, e quindi il sistema #stabile

* 11
O E— = P,
s(s+1000)(s+ 10000)

1
o

800

Nyquist Diagram

600 -

S

0.4

Nyquist Diagram

400+

2001

Imaginary Axis
o
Imaginary Axis

-200

-400 [

-600

50

Real Axis

Real Axis

Fig. 4.4a) Fig. 4.4b)

Nella figura 4.4 a) si nota che la presenza ded pollo (1/s) genera due randgivergentj uno per le
o positive(ramo continuo) e l'altro per te negative(ramo tratteggiato). La figura 4.4 b), invece,
rappresenta unmoomintorno al punte1+j0 che consente di capire che la cucraondalo stesso
punto. Tornando alla prima figura, per contareutinero di giriN occorre collegare il ramo dele
negativecon quello delle» positiveutilizzando unaemicirconferenza orientata in senso orario
(una sola semicirconferenzperché il polo nullo demplicg. Percorrendo l'intera curva aiutandosi
con una matita, si nota che essa condpie giri in senso orario intorno al puntb+j0, per cuiN = -

2; essend®, = 0, si haN # P, per cui il sistema #stabile. Potevamo anche evitare di calcolare il
numero di giri, perché si vede subito che la cunda in senso orario e quindi il numero di giri €
negativoe quindi non pud mai essere uguak,ache é@ntrinsecamente positivo

Dovevamo pero accertarci del fatto che essanda il punto -1+jQ perché, se non lo fa risulta
N=0 e quindiN = P, : in questo caso il sistemala ritenersi stabile
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Criterio di Bode

Il criterio di Bode per la stabilita € applicabgeando la funzione di trasferimento a ciclo aperto

F(s) del sistema esaminatmn contiene zeri e poli positivi 0 a parte reatssipiva (sistema a

sfasamento minimp Quando la condizione richiesta non é verificataorre scegliere tra altri

criteri, piu generali. Facciamo presente che, poigboli dellaF(s) sono rappresentati dai poli della

G(s) e da quelli delldd(s), dire che I&(s) non deve avere poli positivi 0 a parte reale pasit

significa dire che non devono averne si&(8) che laH(s), le quali, quindi, devono essestabili

per loro natura

Questo criterio prende spunto dal criterio ristretit Nyquist e dalle considerazioni fatte

precedentemente a proposito delle condizioni dkBansen per I'innesco delle oscillazioni. Per

decidere se un sistematabile basta controllare che sia verificata almeno weike @ondizioni di

seguito indicate:

* Nel diagramma di Bode della funzione di trasferimena ciclo apertoF(s) esiste una
pulsazionew in corrispondenza della quale il diagramma dellasle riporta -180° e quello dei
moduli riporta un valore minore di 0 dB

* Nel diagramma di Bode della funzione di trasferimena ciclo apertoF(s) esisteuna
pulsazionew in corrispondenza della quale il diagramma dei maddriporta O dB e quello
della fase riporta un angolo maggiore (meno negaij\wdi -180°

Se nessuna delle due condizioni sopra indicateificata, il sistema énstabile In questo caso ci
sara certamente nel segnale utile che interessistiéma, o anche in un eventuale disturbo
proveniente dall'esterno, qualche componente awaani corrispondenza di una delle pulsazioni
indicate, che generera l'innesco che porta allinkta. Compito del sistemista é allora ossertare
funzione di trasferimento a ciclo apergs) e fare in modo che non sussistano le condizioni
“incriminate”. Se, come accade di solito, non puerivenire né sull&(s) (sistema controllato) né
sulla H(s) (trasduttore) perché gia stabilite, pud modifickrd-(s) aggiungendo in cascata sulla
linea diretta una cosiddettaete correttricé, grazie alla quale € in grado di correggere dliot
sistema di controllo ed assicurare delle buone izoord di stabilita. Quello sulle reti correttriéi

un argomento, pero, che affronteremo piu avanti.

Nella Fig. 4.5 sono disegnati i diagrammi di Bodermka non meglio specificata funzione di
trasferimento a ciclo apert(s). Osservando la figura, si puo notare che nesseitadlie

condizioni di stabilita & verificata. Infatguando la fase €180° il modulo € maggiore di O dB
(punto P);quando il modulo e 0 dB, la fase € minore di -18§Pfu negativa)(punto Q).

Il sistema cui appartiene la F(s) e allorstabile

Bode Diagram

P

Magnitude (dB)
N
o

Phase (deg)

-180— - — (- — - — - — - — - — - — - — 7

_2707- ‘ HHW‘-l ‘ Hmmo ! s

10 10 10 10 10
Freauencv (rad/sec)

Fig. 4.5 68
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Di seguito diamo altri due esempi per chiarire ntelgl cose dette.

1)

Bode Diagram

(8]
o

o
T

[ox)
<)
T

Magnitude (dB)

-100
0

-180—

Phase (deg)

_2707 | | | . P

-2 -1 0 1 2

10 10 10 10 10
Freauencv (rad/sec)

Fig. 4.6

Si vede chiaramente, sul diagramm&ddedella Fig. 4.6, che al pun®corrispondondase -180°
e modulo minore di 0 dBquesto consente di affermare che il sisterst@iile Analoga
conclusione si puo trarre osservando che al pQrtorrispondond® dB e fase maggiore di -180°
(meno negativa).

2)
Bode Diagram

50F R
=
Z 0
()
o
g
S -50
©
=

-100

0
o -90
=
()
(2]
© -180
Ny
[a

-2 -1 0 1 2
10 10 10 10 10
Freauencv (rad/sec)
Fig. 4.7

Si vede chiaramente, sul diagramm&ddedella Fig. 4.7, che sia al punfoche al puntd
corrispondondase -180° e modulo uguale a 0 dBuesto consente di affermare ¢hastema e ai
confini tra stabilita e instabilta.

Possiamo, a questo punto, enunciaferilerio di Bode
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"Un sistema che non abbia zeri e poli positivi arte reale positiva nella funzione di
trasferimento a ciclo aperto F(s), e stabile seféae di F(s), calcolata per quel valore @iin
corrispondenza del quale il modulo della stessa)”(ale 0 dB, € maggiore di -180° (meno
negativa)."

Margini di stabilita

| margini di stabilita sono due parametri, stretate legati fra di loro, che indicano con il loro
segno se un sistema e stabile opasitivo 2 sistema stabile; negative® sistema instabilg

inoltre, con il loro valore assoluto indicadbquanto il sistema é lontano dalla stabilita o Itk
instabilita, a seconda dei casi. Sapere che un sistema ke stabibasta per stare tranquilli sul suo
comportamento; infatti,una variazione parametrathgsempio) potrebbe cambiare la funzione di
trasferimento a ciclo apert(s) e quindi modificare i suoi diagrammi di Bode, taasloli verso la
zona di instabilita. Avere un certmargine di sicurezzaci garantisce, entro certi limiti, che la
stabilita venga mantenuta.

* Margine di guadagno
Si considerino i diagrammi di Bode di due funzidntrasferimento a ciclo aperte, edF, che
differiscono solo per i diversi valori del guadaggtatico (vedi Fig. 4.8). | diagrammi delle fasi
coincidono, perché non dipendono dal guadagnaetatientre i diagrammi dei moduli
differiscono in una certa misura. Osservando la #igj, si nota che entrambe le funzioni di
trasferimento si riferiscono a sistemi stabili,qhef, in corrispondenza di una fasei80°
presentano entrambe un guadagnnore diO dB (puntiA eB della Fig. 4.8). Il punt@, pero, che
si riferisce alla curva dt1, € piu vicino alla linea d dB; il puntoB, che si riferisce alla curva di
F,, & piu distante. Se ne deduce che il sistemapparéiend-, € 'piu stabilé' dell'altro. Per tener
conto di quanto detto, viene definito undrgine di guadagnbnel modo seguente.
"Dato un sistema che abbia una funzione a ciclo apeF(s) senza zeri e poli positivi 0 a parte
reale positiva, si definisce margine di guadagntoesi indica con ng il valore, cambiato di
segno, del modulo in dB della Fg)) determinato in corrispondenza di quella pulsazexw per la
guale la fase vale -180°."
Un sistema &ufficientemente stabile seq& 10 dB

Bode Diagram
50 T o T T T LB | T T

50+

Magnitude
(dB)

-100+

-150

Phase
(deg)

-180

-270 i
10" 10’ 10" 10° 10° 10' 10°
Frequency (rad/sec)
Fig. 4.8
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* Margine di fase
Si considerino gli stessi diagrammi di Bode vigila Fig. 4.8, per comodita riportati nella Figd 4.
Sappiamo gia che entrambe le funzioni di trasfemtmei riferiscono a sistemi stabili. Osservando
la Fig. 4.9, possiamo notare che in corrispondelet&alore0 dB per i moduli, entrambe le curve
F1 edF; presentano una fageaggiore di -180° (meno negativajuesto conferma il fatto che i
sistemi sono stabili. Il puntG, pero, che si riferisce alla curva delle faskgli e piu vicino alla
linea di -180° il puntoD, che si riferisce alla curva delle fasiFl, € piu distante. Se ne deduce,
ancora una volta, che il sistema cui appartiene 'piu stabilé' dell'altro. Per tener conto di quanto
detto, viene definito unMargine di fasé nel modo seguente.
"Dato un sistema che abbia una funzione a cicloepo F(s) senza zeri e poli positivi 0 a parte
reale positiva, si definisce margine di fase e ianslica con m, il valore dell'angolo che si ottiene
dalla differenza ( 180 —¢| ), in cui |¢¢| € il valore assoluto della fase della k(j determinato in
corrispondenza di quella pulsazione. per la quale il diagramma dei moduli attraversa$se
delle ascisse (Modulo =0 dB)."
. viene detta Pulsazione criticd. Di conseguenza. viene dettaFase criticd
Un sistema &ufficientemente stabile se y& 30°.

Bode Diagram
50 .

Magnitude (dB)

50

-100 |-

-150

=)
[}
E - [
@ 90
[
=
o
-180
2701
10" 10° 10" 10° 10° 10* 10°
Frequency (rad/sec)
Fig. 4.¢
Esempi

Tutti gli esempi sono svolti con l'aiuto di Matlab.

1)

F(s)= 10
(0,1s+1)(0,01s+ 1)
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Bode Diagram
Gm =InfdB (at Infrad/sec), Pm =59.3 deg (at 78.2 rad/sec)
20 \ ‘ ‘

Magnitude (dB)

1351

Phase (deg)

_180777\747\44,»_4%‘774,7 \\\\\\\ S G G e 3
-1 o) 1 2 3 4
10 10 10 10 10 10
. . . . Freauencyv (rad/sec) . . A
Il sistema e intrinsecamente stabile, perché e, fasr qualunque valore @, non € mai piu
negativa di180°(la curva delle fasi non taglia mai la linea drimento a180°; non & possibile

quindi determinare il margine di guadagng Il margine di fase valm, = 59,3°.

2)
* 11
F(s)= 4* 10
s(s+1000)(s+ 10000)

Bode Diagram
Gm =-11.2dB (at 3.16e+003 rad/sec), Pm =-20.5 deg (at 5.84e+003 rad/se¢
100 ‘ ‘

Megnitude (dB)
(@]

-135

-180

Phase (deg)

-225

-270
10

Freauencv (rad/sec)

Dal grafico si puo leggere che, in corrispondereliagpulsazione = 5,84*1C rad/seg si ha
modulo unitario (0 dB) e fase minore di -18@piu negativg. Questo e sufficiente per dire che il
sistema énstabile. Infatti entrambi i margini di stabilita sono néiga m, = -20,5°edmy = -11,2
dB.
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1010
3) F(s)=
s(s+1000)(s+ 10000)

Bode Diagram
Gm =20.8dB (at 3.16e+003 rad/sec), Pm =47.4 deg (at 784 rad/sec)

100 ‘
o 50°r
k)
9 0
2
I= -50
§ -100
-150
-90
’@ -135
k)
@ -180F- - N
8
T -225
_270— . L . | L Lol L Lo 7 7 '
1 2 3 4 5 6
10 10 10 10 10 10

Freauencv (rad/sec)

Dal grafico si puo leggere che, in corrispondergéagulsazione = 784 rad/se¢ si hamodulo
unitario (O dB) e fase maggiore di -180° (meno néiga). Questo é sufficiente per dire che il
sistema éstabile Infatti i margini di stabilita sono positivin, = 47,4°edmy = 20,8 dB
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U.D. 2: RETI CORRETTRICI

Generalita

Quando un sistema € "poco stabile” o addirittussainile € possibile intervenire su di esso in modo
da renderlo stabile in una misura soddisfacentetelrvento sul sistema viene effettuato mediante
l'utilizzo di apposite reti correttrici, con funzie di trasferiment®(s), costituite da resistenze e
condensatori, che consentono di ottenere i riswitdiiti. In un sistema di controllo
controreazionato tali reti vengono posizionatecisiente subito dopo il nodo sommatore, dove i
segnali sono di basso livello e quindi di deboleepaa. Poiché sono inserite in cascata lungo la
linea direttaja F(s) viene sostituita dal prodotto R(s)*F(s)

Esistono due modi di procedere:

a) Spostamento di un pold\ella F(s) viene introdotta una rete R(s) chetieole un polo ed
uno zero: lo zero € posizionato in corrisponderedgdlo da spostare, in modo da
annullarne gli effetti, mentre il polo, che si sinssce a quello annullato, &€ posizionato in
modo tale da avere il margine di stabilita voluto.

b) Modifica delle curve di Bode in corrispondenza defpulsazione critican.. Ricordiamo
che la pulsazione critica & quella in corrispondetella quale il diagramma dei moduli di
F(s) interseca I'asse delle ascisse (modulo ugu@ldB). Anche in questo caso nella F(s)
viene introdotta una rete R(s) contenente un polor® zero che vengono posizionati in
modo opportuno, al fine di ottenere un prefissatwgime di fase.

Dei due metodi noi sceglieremo il secondo, perohige a consentirci di non toccare il guadagno
statico (importante per la precisione a regimegsenta un impatto trascurabile sulla posizioneadell
o¢ € quindi sulla banda passante del sistema.

Studieremo quindi tre tipi di reti:

» Rete anticipatrice

» Rete attenuatrice

> Rete a sella

Rete anticipatrice
Tale rete consente di avere una riduzione (o @atjaiella fase della F(s) in corrispondenza della
pulsazione critica.. Essa ha f.d.t.

1+sr
Ran ()=

conm>1 4.1)

T
1+s—
m

Come si vede, IRan(S) ha unazeroin w, = 1/ ed unpoloin @, = mf, per cui risultas, = m*e,.
Essendon > 1, il polo segue lo zergw, > w;) e questo, per la rete anticipatrice, deve sempre
accadere. Il valore dn, e quindi ladistanza del polo dallo zeyoerra determinata in base
all'anticipo di fase che si vuole introdurre, cosngedra in seguito.

Intanto vediamo come viene realizzata la rete.

C

11
| |
‘(i L O
A
R
Vi R, H vV, Fig. 4.1¢
O 4 O
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1
R*
Indichiamo con Z = sC._ R _ R dove t=R,C (4.2)
R1+i SRC+1 1l+sr
sC
Applicando la regola del partitore alla rete di.FdLO,
R (S)_Vu(s)_ R, _ R, _ R*(1+sr) _ R*(1+sr) _ R, 1+sr
TTUVS) Z#R, R g RFR(I¥sT) RARFSRT RAR, g o R
1+sr R +R,
+ + +
_ R, Il4st R, ltst con m:Rl R2>1 (43)
R1+R2 1+S r R1+R2 1+Sl 2
R+R, m
RZ
N . e : R, 1 . .
Si noti dalla 4.3 che la rete introduce un'atterareez pari am =—. Quindi, per evitare che
1 2

venga modificato il guadagno statico della funzidn&rasferimento a ciclo aperto (che falserebbe i
risultati ottenuti), dobbiamo prevedere in casedi@rete anticipatrice un amplificatore con

+
guadagnadG =u =m, che renda unitario il guadagno della rete stegsasempio di
2
amplificatore da utilizzare potrebbe essere quidita Fig. 4.11.

Fig. 4.11

R; ed R hanno lo stesso
R valore delle omonime

R .
2 resistenze della rete.

Per posizionare laeroed il polo della rete, puo essere utile il diagramma di Badativo alla fase
della rete stessa (v. Fig. 4.18prmalizzatopero in frequenza; considerando cioé unitaria la
pulsazione dello zero (che viene prima del pol@¥servando tale diagramma, si nota che I'anticipo
di fase e consistente nell'intervallo di pulsaziominpreso tra lo zero ed il polo, mentre risulta
trascurabile all'esterno di tale intervallo. Inejtfentita dell'anticipo di fase dipenderda quindi
dalla distanza tra zero e polo. Il problema ddbditizzazione si risolve, quindi, scegliendo in
modo opportuno la posizione in cui porre lo zeradl edlore da dare ach per posizionare in modo
utile il polo. Il valore piu idoneo pen si ottiene cercando di imporre il massimo antiapéase in
corrispondenza della pulsazione critigadella funzione di trasferimento a ciclo aperto) Hfsa
non €& una cosa facile, perché nel momento in dassrisce la rete la. viene spostata verdalto.
Occorrera allora procedere per tentativi, partesrintativamente da un valorerdiindividuato
dalla Fig. 4.13.
Di seguito viene indicata una possibile proced@aaefuire per il progetto della rete.
» Dai diagrammi di Bode di F(s) si determina, in @ondenza della pulsazione critiog il
valore della fase. (che viene detttase criticg.
> Noto il valore dig., si calcola di quanto occorre aumentare (rendengonmegativo) tale
valore per avere il margine di fase voluto.
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» Con il valore calcolato al punto precedente sian#l diagramma di Fig. 4.13 e si individua
un valore dim come base di partenza per avere il desideratoipmiili fase.

» A questo punto € possibile posizionare zero e goleero viene posizionato un poco prima
della pulsazione critican. (v, = 0,7*w.), mentre il polo viene posizionato a destra dello
zero ad undlistanza pari ad mDeve essere, cio&, = m * @, (v. Fig. 4.12)

» Si procede quindi ad una verifica del risultat@ptito: se I'anticipo di fase e sufficiente, si
va avanti, altrimenti si sceglie un nuovo valorendipiu grande, e si ripete la verifica, fino a
guando non si ottiene un risultato soddisfacente.

» Dopo aver verificato che le cose vanno bene, avano i valori delle resistenze e della
capacita sfruttando le relazioni 4.2 e 4.3. Aggenegin cascata alla rete, un amplificatore
per rendere unitario il suo guadagno statico.

| m | .
N » Fig. 4.12
O \:I :
®; = 0,7%m 0p = M 0, @
Bode Diagram
70
k|
60 6]
i
10
50
N 6
-§ 40
Py /1\ Fig. 4.1¢
(7]
@
a 30 3
20 —
m=
10 //

%.1 1 10 100
Frequency (rad/sec)

Esempio
Consideriamo la F(s) a ciclo aperto di un sistemstabile.

222
F(s)=
(1+5s0,1)(2+s0,01)(2+ s0,001)
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Bode Diagram
F(s)

a1
o

a1
o o
\ \

nitude (dB)
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o
S

Fig. 4.14
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H
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Dal diagramma di Bode di Fig. 4.14 si vede chéstiesna effettivamenteiastabile, perché in
corrispondenza della pulsazione di taglio (o putsa critica) o = 445 rad/segla fasep; di F(s)
e minore di -180fp. = -190°)ed il margine di fase & negativo, (= 180 - |p| = 180 - |-190| =
-10°). Supponendo di voler stabilizzare il sistema eomuovom, = 30° la nuovap. dovra risalire
di 40° per arrivare al valorel50° e quindi occorrera introdurre un anticipo di fasei a40°.
Infatti i nuovi valori dip. e m, saranno

¢c=-190 + 40 = - 150°

m, = 180 - |-150| = 30°

Dalla fig. 4.13 si vede che, per avereamticipo di 405 occorre assegnare adun valore
maggiore o uguale a;5dopo una serie di tentativi, si scopre che ibvalmigliore en = 11 Si
ottengono cosi, per keroedil polo, rispettivamente:

w;=0,7*w. = 0,7*445 = 311 rad/sec

®p =M *w, =11 *311 = 3421 rad/sec

e per la stabilitan, = 30,4°
Nell'ipotesi di aver corretto il guadagno statioanodo da renderlo unitario, la funzione di
trasferimento della rete assumera l'espressione:

1+sr, 1+s3,21 107

R _(s)= =
o (5) l1+sr, 1+s2,9210™

essenda, -1- 321*10°%er, = - 292* 10 (4.4)
o, 0]

La nuova funzione di trasferimento a ciclo apectoyetta dalla rete, diventa:
222(1+ s3,2% 10?)
(1+5s2,92 10 )(1+s0,1)(1+ s0,01)(1+ s0,001)

La Fig. 4.15 riporta entrambi i grafici, quellolidg=(s) originaria e quello dell&(s) corretta dalla
rete. Nella figura si vede chiaramente I'anticiptade introdotto nel punto opportuno del
diagramma, senza modificare il guadagno statico.

Fc(8)= Ry (S)* F(s) =
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Bode Diagram
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Il discorso va completato con il calcolo dei paréirdella rete.

Dalla4.2 edallad.4 7,=R* =1 3,21 10”°sec
wZ
* -3
Imponendo C =100nF = R, =tz :&m_g =32,1KQ
C 10C* 10

Dalla 4.3 :m:m: MR =R+R=>m*"R-R=R=>R*(m-1)=R =
: R, ,

R, _ 32,1 10°
m-1 10
Dalla 4.3 si vede che, per rendere unitario il ggpudb statico della rete occorrera prevedere un

= 3,21KQ

= R, =

. . R, +R
amplificatore in cascata ad essa con guadaghlg— =m=11
2

Programma per MATLAB

% Impiego della rete anticipatrice

% Funzione a ciclo aperto non stabilizzata

num = 222

denl = conv([0.1 1],[0.01 1])

den = conv(denl,[0.001 1])

F = tf(num,den)

F = minreal(F)

% Pulsazione critica

wc = 445

% Il coefficiente m viene determinato in base ati@po di fase
% desiderato in corrispopndenza della pulsaziontcer

m=11
% Posizione dello zero
wz = 0.7*wc
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% Posizione del polo

wp = m*wz

% Corrispondenti costanti di tempo
tauz = 1/wz

taup = 1/wp

% Funzione a ciclo aperto stabilizzata
numc = conv(num,[tauz 1])

denc = conv(den,[taup 1])

Fc = tf(numc,denc)

minreal(Fc)

% Dioagrammi di Bode delle due funzioni a ciclo aper
bode(F,Fc)

% Calcolo dei parametri della rete

C =100e-9

R1 =tauz/C

R2 = R1/(m-1)

Reteattenuatrice

Tale rete consente di spostare la pulsazione critjéa corrispondenza del desiderato valore per la
fase criticap.. Tale effetto viene ottenuto mediante una riduzi@attenuazione) del modulo della
funzione a ciclo aperto F(s) in corrispondenzavadébre di fase desiderato. Essa ha f.d.t.

l+st
R (S)= Tvsme conm>1  (4.5)

Come si vede, |&a1(S) ha unazeroin w, = 1/ ed unpoloin wp = 1/(m*r) = (1/m)*(1k) = v, =
(1/m)*e,. Essendan > 1, il polo precede lo zer@w, < w;) e questo, per la rete attenuatrice, deve
sempre accadere. Il valorerdj e quindi ladistanza dello zero dal poleerra determinata in base
all'attenuazione che si vuole ottenere, come siavedseguito.

La rete viene realizzata nel modo seguente

1
N — '
4

R
R>
Vi V, Fig. 4.1€

C
o T o

Applicando la regola del partitore alla rete di.FdL6,
1
Rt sRC+1 _  1+sRC _  1+sRC  _ l+st
Ratt (S)_

R1+R2+S}C:s(R1+R2)c+1'1+s(R1+R2)c'1+S(R1+R2)RZC‘1+smT

2

|

(4.6)

R, +R
con 7=R,C ed m=—"—2>1 (4.7)

2
Nella 4.6 abbiamo moltiplicato e diviso pes iRcoefficiente della s.
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Come si nota dalla 4.6, la rete non modifica ildagno statico, per cui non servirebbe alcun
amplificatore aggiuntivo, al contrario di quantgtai per la rete anticipatrice. E' buona norma, pero
utilizzare un A.O. in configurazione di inseguitqrer non caricare la rete stessa.

Per posizionare il polo e lo zero della rete, psgeee utile il diagramma di Bode relativo al modulo
della rete stessa (v. Fig. 4.18prmalizzatopero in frequenza; considerando cioé unitaria la
pulsazione del polo (che viene per prima dello kgdsservando tale diagramma, si nota che
I'attenuazione é consistente per pulsazioni cheaenil polo, mentre risulta trascurabile per
pulsazioni che lo precedono. Inoltre, I'entita 'd&knuazione dipende dae quindi dalla distanza
tra polo e zero. La fase, invece, ha un andameetaico a quello visibile in Fig. 4.13 per la rete
anticipatrice, ma ribaltato rispetto all'asse dell@er cui presenta solo valori negativi. La funeon
svolta dalla rete e quella di lasciare invariatguadagno statico della funzione a ciclo apertd F(s
ma di attenuarne fino a 0 dB il modulo in corrisgenza di quella pulsaziong in corrispondenza
della quale si ha il margine di fase desideratqodla correzione, la* diventera quindi la nuova
pulsazione critica. In altre parole, la rete spostadain corrispondenza del valore voluto per la
fase criticapc.

Uno svantaggio di questa rete € costituito dabfaltte riduce necessariamente la banda passante del
sistema, per cui va usata quando questo fatto me@npcoblemi. Inoltre, introduce tra il polo e lo
zero un ritardo di fase (per cui viene detta armeleritardatrice) che sarebbe deleterio per la
stabilita. Occorre fare in modo che in corrisporadedella nuova pulsazione critieg il ritardo sia

gia passato e quindi occorrera posizionare lo gieca una decade prima della nuova pulsazione
critica, in modo che in corrispondenza di questhdtla rete non introduca un ritardo di fase
apprezzabile.

Di seguito viene indicata una possibile proced@aefuire per il progetto della rete.

» Dai diagrammi di Bode di F(s) si determina il va@alella pulsazione* in corrispondenza
della quale la fase della F(s) ha il valore chedesiideriamo avere in corrispondenza della
pulsazione critica. Tale valore rappresentera quduapo la correzione, la nuo¥ase critica
o, mentrew* rappresentera la nuova pulsazione crigéiga

» Si prende nota del valore che il modulo della Rés)n corrispondenza di*.

» Con il valore del modulo determinato al punto poesge si entra nel diagramma di Fig.
4.18 e si individua un valore di come base di partenza per avere la desiderata
attenuazione.

» A guesto punto e possibile posizionare polo e Zes@ero (che deve stare a destra del polo)
viene posizionato una decade primadi un tale posizionamento evita I'effetto
indesiderato del ritardo di fase introdotto daditercorrettrice e, nello stesso tempo,
consente di avere una attenuazione pari al modddacF(s) ha im*. Dovra quindi essere
w;=0,1w*. Il polo viene posizionato a sinistra dello zedouma distanza pari ad: dovra
quindi essere, = 1/m * w,. Dopo la correzione, il diagramma dei moduli delleva F(s)
avra inm* un valore pari a 0 dB, il che consentira alla pits@ew* di diventare la nuova
pulsazione critica. (v. Fig. 4.19)

» Si procede quindi ad una verifica del risultat@ptito: se I'attenuazione é sufficiente, si va
avanti, altrimenti si sceglie un nuovo valoreipiu grande, e si ripete la verifica, fino a
guando non si ottiene un risultato soddisfacente.

» Dopo aver verificato che le cose vanno bene, avano i valori delle resistenze e della
capacita sfruttando le relazioni 4.7.

DL RO S » Fig. 4.17
O
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Bode Diagram

0 ]
<
\\\\\
-5 \ [ m =
3 \ - 3
010 Fig. 4.18
E T 2
E
815 __
g 6
— 8
— 10
'20 \\\RL; il
— 14 |
16|
257 0 1 2
10 10 10 10
Frequency (rad/sec)
Esempio

Come esempio consideriamo la stessa F(s) a cieldaimstabile vista per la rete anticipatrice.

222

F(s)=
(1+s0,1)(1+ s0,01)(1+ s0,001)

Come prima, ci poniamo il problema di stabilizzhsgstema dandogli un margine di fase pari a
m, = 30°, cui corrisponde una fase critipa= 150°
Bode Diagram

F(s
§O ( )
AN 19 dB |
@ 0
©
=)
250 |
=y
£oo - ,
o* = 145 rad/sec Fig. 4.19
'158 . | -
§-90 B |
= -150¢
@180 .
@ m, = -10°
o
=270 = ‘ |
100 102 104

Frequency (rad/sec)
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Dalla Fig. 4.19 si ricava che fase vale 150fn corrispondenza della pulsazion& = 145 rad/se¢
cui corrisponde umodulo di19 dB Dalla Fig. 4.18 si vede che, per avere una asigone di-19
dB, occorre assegnare adun valoremaggiore o uguale a;dopo alcuni tentativi, si scopre che |l
valore migliore en = 11 Si ottengono cosi, per keroedil polo, rispettivamente:
w;=0,1 o*=0,1*145 = 14,5 rad/sec

®p = 1/m *w,=0,091*14,5 = 1,32 rad/sec
e per la stabilitan, = 30°.
La funzione di trasferimento della rete assumesplessione:

l+s N
7, _ 1+56,90° 10_1 essenda, =L =6,00" 10 er, -1 758 10" (a.8)
l+sr, 1+s7,58 10 2] @p

Rant (S) =

z

La nuova funzione di trasferimento a ciclo apectoyetta dalla rete, diventa:
222(1+s6,90¢ 107)
(1+s7,58 10" )(1+ s0,1)(1+ s0,01)(1+ s0,001)
La Fig. 4.20 riporta entrambi i grafici, quello @&F(s) originaria e quello dell&(s) corretta dalla

rete. Nella figura si vede chiaramente il miglioemto di fase introdotto in corrispondenza della
nuova pulsazione critica generata dalla rete. didgigno statico non viene modificato.

Fc(8)= R, (8)* F(s)=

Bode Diagram

ol
o

o
1
|

F(s)

o
T
1

o
T
I

= Magitude (dB)

oo

Fig. 4.20

©
o
T

=
e}
(@)

Phase (deg)

N

~

o
T

0 2 4
10 10 10
Frequency (rad/sec)

=
o
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Il discorso va completato con il calcolo dei par&iaella rete.

Dalle4.7 = mz% = MR =R+R, == MR -R =R =>R*(m-1)=R =

= R, = Ry
m-1
3
Imponendo R, =100KQ = R, :% =10KQ
r, 690107
=<2 ="_""_=69
R, 10*10° H

Programma per MATLAB

% Impiego della rete attenuatrice

% Funzione a ciclo aperto non stabilizzata
num = 222

denl = conv([0.1 1],[0.01 1])

den = conv(den1,[0.001 1])

F = tf(num,den)

F = minreal(F)

% Pulsazione critica modificata

wast = 145

% Attenuazione =-19 dB

% Il coefficiente m viene determinato in base ti##lauazione
% desiderata in corrispondenza della pulsaziongecaimodificata
m=11

% Posizione dello zero

wz = 0.1*wast

% Posizione del polo

wp = wz/m

% Corrispondenti costanti di tempo

tauz = 1/wz

taup = 1/wp

% Funzione a ciclo aperto stabilizzata
numc = conv(num,[tauz 1])

denc = conv(den,[taup 1])

Fc = tf(humc,denc)

minreal(Fc)

% Diagrammi di Bode di entrambe le funzioni a ciafzerto
bode(F,Fc)

% Calcolo dei parametri della rete

R1 =100e3

R2 = R1/(m-1)

C =tauz/R2

Rete a sella

La rete a sella introduce nella stabilizzazionantaggi di entrambe le reti correttrici precedenti,
rendendo piu energica l'azione stabilizzante. thfessa realizza contemporaneamente un anticipo
di fase ed una attenuazione che modifica il vadleiéa pulsazione critica; viene quindi usata
guando la correzione di fase assume valori notevoli
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La rete a sella ha f.d.t.

- (L+sr,, )A+sr,,) (4.9)

(1+sm* 7, )(1+s-2t)
m

R

sel

Il circuito che ne realizza la funzione é quelldidi 4.21, per il quale si dimostra che, imponendo
la condizione

(Tatt + Tant + R]_*CZ) = (m*Tatt + Tant/m) COI’I’T] >1 (4.10)

possiamo assumere

Tar = R1*C1 (4.11)
Tant — Rz*Cz (412)

La parte attenuatrice della rete (coppia polo-zed®ve sempre precedere la parte anticipatrice
(coppia zero-polo). | due zeri sono sempre inteandue poli.ll coefficiente m rappresenta la
distanza tra polo e zero della parte attenuatricealistanza, identica, tra zero e polo della parte
anticipatrice.

Cy
ot
—
| I |
R1 R, Fig. 4.21
—_ C2
O O

Il posizionamento di poli e zeri della rete avviere modo seguente:

a) L'ammontare di fase da recuperare viene suddinigaiti uguali tra parte attenuatrice e
parte anticipatrice, individuando un valorendche sia soddisfacente per entrambe le parti.

b) Zeri e poli vengono posizionati come per le cowisgenti reti correttrici, ricordando che
sull'asse delle la parte attenuatrice deve sempre precedere ta paticipatrice. Si
posiziona quindi per prima la parte attenuatricenodo che risulti determinata la nuova
pulsazione critica.. Con riferimento a tale nuova pulsazione si posiaila parte
anticipatrice della rete.

c) Se una verifica dei risultati non dovesse dare@esitidisfacente, ripetere la procedura con
un valore piu grande ahn.

0,7 .......... ., O
— M e 10 Sy m
1 1 1 1
1 1 1 1
[ 1 1 1
AV4 M) | A4
/\ U /\
OPatt = 1/m* MZy1t OWZy = 1/10 *(DC OZynt = 0,7*(9C OPant =M * OZant

¢ = nuova pulsazione critica dopo la correzione carparte attenuatrice
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Esempio
Come esempio consideriamo, ancora una volta, Fig)@aaperto instabile vista per le reti
anticipatrice ed attenuatrice.

222
(1+s0,1)(1+ s0,01)(1+ s0,001)

F(s)=

Come prima, ci poniamo il problema di stabilizzésstema dandogli un margine di fase pari a
m, = 30°, cui corrisponde una fase critipa= -150°

Ricordiamo che la fase critica del sistema nonil&tahto vale -190°, per cui I'anticipo di faseatiat
ammonta a 40°: Le due componenti della rete dowraicnperare, ciascuna, una fase di 20°.

Bode Diagram

50

T — NR—

System: F
Frequency (rad/sec): 253
******* Magnitude (dB):9.84 ~———

Magnitude (dB)
o
o

100F-------- e e N N _
| | | Fig. 4.22
150 1 1 1
O—————— T I N
% O0F SystemF - 7
o | | Frequency (rad/sec): 252
% | | Phase (deg): -170
g -180--------- T VTN T
o 1 1
270b———— T e —
10 10 10

Freauencv (rad/sec)

Dalla Fig. 4.22 si vede che, per avere un antidigase di20°, la nuova pulsazione critica deve
essere d252 rad/seclin corrispondenza di tale pulsazione l'attenuazizale poco meno d0 dB
Con tali valori entriamo nel diagramma di Fig. 4elBindividuiamo un valoren = 3,5

Si ottengono quindi, per poli e zeri, i seguentova

Zat = 1/10 *w = 252/10 = 25,2 rad/sec

Patt = 1/mM * wzy = 1/3,5 *wza = 25,2/3,5 = 7,2 rad/sec

Zant = 0,7 *ec= 0,7 * 252 = 176 rad/sec

Pant =M * @wZyny = 3,5 * 176 = 616 rad/sec

cui corrispondono le seguenti costanti di tempo:
tZa = 1/ 2 = 1/25,2 = 0,0397 sec

TPat = 1/ e = 1/7,2 = 0,1389 sec

TZant = 1/ zny = 1/176 = 0,0057 sec

TPant = 1/ it = 1/616 = 0,0016 sec

85



Dipartimento di ELETTRONICA - ITIS Barsanti - Pontigno d’Arco
SISTEMI ANALOGICI IlII - Appunti dalle lezioni dei Proff. Paolo BiscontMariano Riccardo

La funzione di trasferimento della rete assumesplessione:
_ (l+srz, )A+srz,, ) _ (1+s0,0397)(1+ s0,0057)
* (+srp,)1+srp,,) (1+s0,1389)(1 s0,0016)

La nuova funzione di trasferimento a ciclo apectoyetta dalla rete, diventa:
+ +
F.(5)= R, * F(s)= 222(1+s0,0397)(1+ s0,0057)

(1+s0,1)(1+ s0,01)(1+ s0,001) (% s0,1389)(1+ s0,0016)

Bode Diagram System: F _
50 N - - ___ Gain Margin (dB): -5.18

At frequency (rad/sec): 333
Closed Loop Stable? No
oL 4
)
Z System: Fc
S 50l Gain Margin (dB): 10.4
= .
= At frequency (rad/sec): 686
2 Closed Loop Stable? Yes
= .
-100 - Fig. 4.23
-150 Ll Ll Ll Ll Ll L
O* - I = T T T T T T T T
System: Fc
Phase Margin (deg): 30.5
. Y Delay Margin (sec): 0.00159
2 -90r Fc - At frequency (rad/sec): 334 )
% Closed Loop Stable? Yes
8 .
T -180- . 8
System: F
Phase Margin (deg): -10
270 il Ll Ll . Delay Margin (sec): 0.0137 ==
10 10° 10t 10° At frequency (rad/sec): 445 10°

2
Frequency (rad/sec) Closed Loop Stable? No

Dalla Fig. 4.23 si pu0 osservare coinmargine di fase pasgila -10 (sistema instabile F) al
valore +30,5 (sistema stabilizzate )}~

Restano da calcolare i parametri della rete.
Imponendo
C, = 100*10°F

dalla 4.10 si ottiene
R, :Ci[(m -1)* TZy t 1

2

M+ 22,1 =950KQ

Dalla 4.11 si ottiene

C, =5 = 41,80F

Rl

Dalla 4.12 si ottiene

R, = L2 = 59 5K
C

2
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Programma per MATLAB

% Impiego della rete a sella

% Funzione a ciclo aperto non stabilizzata

n =222

d1 = conv([0.1 1],[0.01 1])

d = conv(d1,[0.001 1])

F = tf(n,d)

F = minreal(F)

% Pulsazione critica modificata (per la parte atitrice)
wast = 252

% Attenuazione = -10 dB circa

% Il coefficiente m viene determinato in base ti¥iauazione
% desiderata in corrispondenza della pulsaziongsaimodificata
m=3.5

% Posizioni di poli e zeri

zatt = wast/10

patt = wzatt/m

zant = 0.7 * wast

pant = m * wzant

% Corrispondenti costanti di tempo

tauzatt = 1/zatt

taupatt = 1/patt

tauzant = 1/zant

taupant = 1/pant

% Funzione a ciclo aperto stabilizzata
nl=conv(n,[tauzatt 1])

nc=conv(nl,[tauzant 1])

d2=conv(d,[taupatt 1])

dc=conv(d2,[taupant 1])

Fc = tf(nc,dc)

Fc=minreal(Fc)

% Diagrammi di Bode delle due funzioni a ciclo dper
bode(F,Fc)

% Calcolo dei parametri della rete

C2 =100e-9

R1 = 1/C2*((m-1)*tauzatt + (1-m)/m * tauzant)

Cl = tauzatt/R1

R2 = tauzant/C2
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MODULO 5: PRECISIONE NEI SISTEMI RETROAZIONATI

Generalita

E' stato gia visto come un sistema retroazionatrd ad esercitare in modo ottimale una funzione
di controllo su una determinata grandezza fisi@nt@uiamo su questo discorso andando a
studiare, in un modo piu rigoroso e sistematicprablema della precisione ottenibile da un sistema
di controllo retroazionato, sia in condizione djiree sia durante la fase transitoria. Parleremo
quindi di "Precisione staticaquando valuteremo lo scostamento tra il valod¥gato per l'uscita

e quello effettivamente raggiunto durante le coiodizdi regime. Parleremo, invece, drécisione
dinamicd' quando valuteremo l'evoluzione dell'uscita dugghtransitorio, prima, cioe, che
raggiunga il valore di regime.

Definizioni
Prima di procedere con lo studio prestabilitogside necessario, per la comprensione di quanto si
dira, dare alcune definizioni.

a) Sistema di controllo retroazionato

X(s) . E®) Y(s)  G(s) = Sistema da controllare
C(s) G(s) C(s) = Sistema controllore
- H(s) = Linea di retroazione
R(S) X(s) = Segnale di ingresso (sollecitazione)
H(s) Y(s) = Segnale di uscita (grandezza
controllata)
R(s) = Segnale di retroazione
Fig. 5.1 E(s) = X(s) — R(s) = Segnale di errore

A 4

b) Funzione di trasferimento della linea diretta
A(s) = C(s) * G(s)

¢) Funzione di trasferimento a ciclo aperto
F(s) = C(s) * G(s) * H(s)= F(s) = A(S) * H(s)

d) Funzione di trasferimento a ciclo chiuso
Wee—CI8O o A
1+ C(s)y G(s) H(s) 1+F(s)

e) Funzione caratteristica

F'(s) =1+ F(s)
(Nota: F'(s) viene cosi chiamata perché, uguaghiaero, genera l'equazione caratteristica del
sistema retroazionato, le cui soluzioni rappresentgoli dello stesso)

f) Guadagno statico
E' il limite, per s che tende a zero, della partelld funzione di trasferimento che con contiene
poli nell'origine.
Nel nostro caso.
Co € il guadagno statico del controllore
Go € il guadagno statico del sistema da controllare
Ao =G * Gp € il guadagno statico della linea diretta
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Ho € il guadagno statico della linea di retroazione
Fo=Co* Go*Ho=Ap*Hyp e il guadagno statico della funzione di trasfeninea catena aperta

g) Uscita ideale

E(s)=X(s)-H(s)* Y4(s)=0 = Y,(s)= %

(Nota: l'uscita ideale € quella che rappresentaldre dell'uscita che vorremmo quando
applichiamo l'ingresso. Tale valore annulla il sdgrdi errore)

h) Uscita reale
_ . R A )
Y(s) = X(9*W(s) = Y(s)= X(s) 1+F(s)

i) Errore nel dominio di Laplace
&(s) = Ya(s) — Y(s)

(Nota: non si confonda I'erroeés) con il segnale di errorg(s) indicato nello schema a blocchi: le
due cose sono ovviamente legate tra loro ma narcicwno)

j) Errore nel dominio del tempo
e(t) = L&(s)]

k) Errore nel dominio del tempo a regime
g =lim g(t) = Iirr(l) s* £(s)
too S—
(Nota: er viene determinato applicando il teorema del valiorae della trasformata di Laplace)

[) Grado di un segnale
» Un segnale gradino viene definito dgrado 0

x(t) =k
X(S): E
S
* Un segnale aampa lineareviene definito dgrado 1
X(t)=k*t
k
X(s)= pes
* Un segnale aampa parabolicaviene definito dgrado 2
X(t) = k* t?
2* k

S3

X(s)=

m)Tipo di un sistema
Un sistema retroazionato viene definito:
» ditipo Ose la sua funzione di trasferimento a ciclo apeoio presenta alcun polo

nell'origine

« ditipo 1se la sua funzione di trasferimento a ciclo aperésenta un polo semplice
nell'origine

» ditipo 2se la sua funzione di trasferimento a ciclo aperésenta un polo doppio
nell'origine
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Precisione a regime

Ci preoccuperemo in questo paragrafo di studiabmida di un sistema controllore solo in
considerazione dei risultati ottenuti durante ifmale funzionamento a regime. Precisiamo che i
segnali in gioco non saranno necessariamente ¢pstato che I'argomento riguarda non solo i
regolatori ma anche gli asservimenti.

Per prima cosa, determiniamo, nel dominio di Lapldlerrore presente nel controllo, calcolando la
differenza tra 'uscita ideale e quella reale. Aggpido poi il teorema del valore finale, potremo
risalire all'errore a regime nel dominio del temip@rocedimento che utilizzeremo € unico; i
risultati dipenderanno sia dal grado del segnadedz tipo di sistema, per cui occorrera dare ad
essi una opportuna classificazione.

Per le definiziong), h) e i)

d$fm@%Y@=§ELX@)A@)=X@{]'— MQ}=X@{“56FA@W61
H(s) 1+F(s) H(s) 1+F(s) H(s)(1+ F(s))

Si noti che A(s)H(s) = F(s), quindi

g(s):¢ (5.1)
H(s)(1+ F(s))
Per la definizion), I'errore a regime nel dominio del tempo sara:
: , . X(s)
=lim &) =Ilim s* gs)=Ilm s* ——————— (5.2
fr =M A0 =IM ST =N S Bgarrey P

A questo punto facciamo qualche ipotesi semplificat

Si assume che eventuali poli nell'origine sianeené nella funzione di trasferimento A(s) della
linea diretta. Questo significa che la funzioné&rdsferimento H(s) della linea di retroazione, non
avendo poli nell'origine, € del tipo

Ho* [](+s7,)
|_| (l+sz,)
in cuiHy e il guadagno statico ed i simbq'IT| (1+ s7) rappresentano produttorie del tipo
(A+sT)*(1+s 72)* (L+sTa)*(L+STa)*eennnnne.

H(s)=

La F(s), invece, e del tipo
Fo* |_| (1+s7,)
si* |_| (1+st,)

F(s)=

in cui Fo € il guadagno statico della funzione di trasferitoenciclo aperto (vedi definiziong))
Fo=Co*Go*Ho=Ao*Ho

mentres’ rappresenta I'eventuale presenza dialo nell'origine: nessun polo se g = 0; un polo

semplice se q = 1; un polo doppio se q = 2.

La 5.2 diventa allora X
gg =Ilim s* ()

s-0 H,* [1@+s7,), 1+F0*|_|(1+STZ)
|_|(1+51p) si* |_|(1+STp)

(5.3)
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L'espressione puo essere semplificata considemamelceffettuando il limite, tutte le produttorie
assumono un valore pari ad 1, per cui scompaida®e3 diventa

g, =lim sx — X (5.4)

s-0 HO*[1+|:OJ
Sq

Per ottenere i risultati voluti, bastera definiedla 5.4 il tipo di segnale di ingress¥(¢)) ed il tipo

di sistemag).

A questo punto, per non tediare il lettore, evitad rappresentare tutti i passaggi matematici
necessari per calcolare I'errore a regime in tatstuazioni che possono presentarsi; lo faremmo pe
un solo caso, giusto per mostrare come si procede.

Scegliamo il caso di un sistematigho 0 con un ingresso djrado 0(Segnale a gradinp

In questo caso

q=0=2>5'=1
X(S):E
S
Si ottiene, dalla 5.4,
k
£, =lim g — =% = k
o Ho*(1+Fo) Ho(1+F,)

L'errore in questo caso e costante e finito. Dipendil'ingresso attraverso la costante k; puo
essere ridotto aumentando il guadagno staticedella funzione di trasferimento a ciclo aperto,
compatibilmente con le esigenze di stabilita. Namopessere annullato.

Procedendo allo stesso modo per tutti gli altri,case applicando la 5.4 dopo aver fatto variare
tipo di sistema e grado del segnale, si ottengoisulitati elencati nella Tab. 5.1

TAB. 5.1 - ERRORE A REGIME
Grado del segnale
0 1 2
(Gradino) (Rampa lineare) (Rampa parabolica)
T |, k.
g Ho(1+F,) " ”
(72}
» 1 0 k
- 0
% H OFO
S k
o
= |2 0 0 HF,
Errore di posizione Errore di velocita Errore di accelerazione
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Osservando tale tabella, si possono ricavare leesggregole:

a) Quando il tipo del sistema e numericamente minokd drado del segnale, I'errore a
regime e infinito. Questa e la peggiore situaziota punto di vista della precisione a
regime.

b) Quando il tipo del sistema coincide numericamentndl grado del segnale, I'errore a
regime e costante e diverso da zero. Questa € itnazgone accettabile in molti casi,
potendosi comunque ridurre I'errore a valori poc@prezzabili.

c) Quando il tipo del sistema € maggiore del grado siejnale, I'errore a regime € nullo.
Questa ¢ la condizione ideale dal punto di vistdaerecisione a regime.

Occorre dire, per completezza, che gli errori intioella Tab. 5.1 assumono un nome
convenzionale:
Indipendentemente dal tipo di sistema,
» L'errore associato ad un segnale di grado 0 (grad)rviene detto "Errore di
posizione".
» L'errore associato ad un segnale di grado 1 (rampeeare) viene detto "Errore di
velocita).
» L'errore associato ad un segnale di grado 2 (ramparabolica) viene detto
"Errore di accelerazione".

Considerazioni

» Sistemi ditipo 0- Le figure 5.2, 5.3 e 5.4 danno una percezios@a&idi quanto indicato nella
Tab. 5.1. Il sistema preso ad esempio ha unastautie! tipo

X(s) 100(1+ s107) Y(s)
(1+s10*)(1+s10?)

0,1
1+s5*107%)

A
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Step Response

25 T T T
20 + -
Uscita real
15+ —
° Errore costante
E Uscita ideal
o
&
10
5 | _
0 | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Time (sec)

Fig. 5.2 — Risposta al gradino unitario
Sistema di tipo (

Per t 2« I'errore € costante e finito. Dipende dall'ingressttraverso la costante k; puo
essere ridotto aumentando il guadagno staticedella funzione di trasferimento a ciclo
aperto, compatibilmente con le esigenze di stabilllon puo essere annullato.

18 T T
16l Errore-> o
per t=> o«
14+ .
Uscita ideale

12+ \ -
Amplitude 10- B

. Uscita reale

6 _

4 [ —

2+ _

0 | | | | | | |

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Time (sec)

Fig. 5.3 — Risposta alla rampa lineare unitaria
Sistema di tipo O

L'errore diverge per t=2 .
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30

Errore=> «
pert=> «

25+

20| Uscita
Amplitude

15+

Uscita reale
10 -

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
Time (sec)

Fig. 5.4 — Risposta alla rampa parabolica unitaria
Sistema di tipo (

L'errore diverge per t=2 .

Riassumendo, un sistema di tipo 0 pud essere usatoe regolatore perché la sua risposta al
gradino differisce da quella ideale per una quartitostante. Per migliorare la precisione si
puo aumentare il guadagno staticopkelella funzione di trasferimento a ciclo aperto,
compatibilmente con le condizioni di stabilita. Uale sistema non puo, invece, essere
utilizzato come servosistema (asservimento) petehgrandezza di uscita non segue la legge
di variazione della sollecitazione in ingresso quamquest'ultima & un segnale a rampa o a
parabola (I'errore tende all'infinito).

» Sistemi ditipo 1- Le figure 5.5, 5.6 e 5.7 danno una percezios@aidi quanto indicato nella
Tab. 5.1. Il sistema preso ad esempio ha unawtautie! tipo

X(s) 100(1+s10°) Y(s)
| s(1+510?)

0,1
1+s5*1072)|
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Step Response

12 T T T T
Uscita reale
10
8 [ —
S
2 6 i
£
4L _
2 [ —
0 | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Time (sec)

Fig. 5.5 — Risposta al gradino unitario
Sistema di tipo 1

Per t = « I'errore € nullo.

14

12 +
Errore costante

10 -

Uscita ideale

6 \

Amplitude

1.2

at . .
Uscita reale
2 [ _
0 | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Time (sec)

Fig. 5.6 — Risposta alla rampa lineare unitaria
Sistema di tipo 1
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Per t 2« I'errore é costante e finito. Dipende dall'ingressttraverso la costante k; puo
essere ridotto aumentando il guadagno staticodella funzione di trasferimento a ciclo
aperto, compatibilmente con le esigenze di stabilllon puod essere annullato.

15

Amplitude

Uscita ideale

Uscita reale

Errore> «
pert=> o

L
0.6
Time (sec)

0.4

0.8 1 1.2

Fig. 5.7 — Risposta alla rampa parabolica unitaria

Sistema di tipo
L'errore diverge per t=2 .

.

Riassumendo, un sistema di tipo 1 pud essere atlia come regolatore perché la risposta a
regime € uguale a quella idealeg= 0) quando la sollecitazione € un gradino.

Puo essere utilizzato come servosistema perchéucanrampa lineare in ingresso presenta
un errore costante, che puo essere ridotto aumentiail guadagno statico f-della funzione

di trasferimento a ciclo aperto, compatibilmentercte condizioni di stabilita. Bisogna pero
stare attenti a non applicare in ingresso una ramparabolica perché in tal caso l'errore

cresce senza limiti al passare del tempo.

» Sistemi di tipo 2 Le figure 5.8, 5.9 e 5.10 danno una percezigsigardi quanto indicato nella
Tab. 7.1. Il sistema preso ad esame ha una stdalitipo

X(s) 1000(1+s10™")

s°(1+5s10?)

Y(s)

0,1

1+s5*107%)

A
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Step Response

20 T
18 Uscita real 1
16 + -
14 + -
12 Errore nullc
3 A \
2 10 AN
: Y
81 \/ R
6 —
Uscita ideal
4 _
2 —
0 L L L L L
0 5 10 15 20 25 30
Time (sec)
Fig. 5.8 — Risposta al gradino unitario
Sistema di tipo 2
Per t 2« I'errore € nullo.
700
600 -
Uscita ideale ed uscita reale praticamente
500 - coincidono=> Errore nullo 8
400 - -
3
2
2
g 300 + _
200 -
100 - -
0 ! ! ! ! !
0 10 20 30 40 50 60
Time (sec)

Pert = l'errore é n

Fig. 5.9 — Risposta alla rampa lineare unitaria
Sistema di tipo -

ullo.
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X 104
4
351 Errore costan
3 .
25}
Amplitude
2r Uscita ideall 1
1.5+ :
1 .
Uscita real
0.5F |
O L 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60

Time (sec)

Fig. 5.10 — Risposta alla rampa parabolica unitaria
Sistema di tipo -

Per t 2« I'errore é costante e finito. Dipende dall'ingressttraverso la costante k; puo
essere ridotto aumentando il guadagno staticodella funzione di trasferimento a ciclo
aperto, compatibilmente con le esigenze di stabilllon pud essere annullato.

Riassumendo, un sistema di tipo 2 puo essere utilia sia come regolatore che come
servosistema, perché la risposta a regime e ugaadgiella ideale quando la sollecitazione é
un segnale a gradino o una rampa lineare. Nel caticsollecitazione a rampa parabolica le
cose peggiorano un pochino, perché l'errore a regima diverso da zero, ma comunque
costante e riducibile con un incremento del guadagstatico k della funzione di
trasferimento a ciclo aperto, sempre compatibilmembn le condizioni di stabilita. A questo
proposito occorre stare molto attenti con questmotdi sistemi, perché il polo doppio
nell'origine che li caratterizza introduce di colpon ritardo di 180° nella fase che crea
problemi per la stabilita.
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Precisione nel transitorio
Studiare la precisione di un sistema durante riditario € piu complesso rispetto a quello che si e
detto per la precisione a regime, per cui normatmensi affida ad un metodo standard che
consiste nel considerare la risposta al gradintatiaidel sistema sotto esame: osservando il valore
che assumono certi parametri opportunamente dgdentia risposta, possiamo avere una idea del
comportamento del sistema ai fini della precisidmamica. Resta solo da considerare il fatto che
la risposta al gradino puo essere di due tipi:

» aperiodicg in presenza di poli reali negativi (coefficieniesmorzamentd >1)

» oscillatoria ( 0 pseudoperiodica)n presenza di poli complessi e coniugati a paadde

negativa (coefficiente di smorzameita ¢ < 1)

Noi considereremo entrambe le risposte, anche defilgizioni per alcuni dei parametri che
descriveremo coincideranno nei due casi.

* Risposta aperiodica
Nella Fig. 5.11 viene indicata la risposta al gnadili tipo aperiodico.

1.5
1
0,95
0,9
(0]
©
2
2
Z 0.5
\
O’l ....................
0 1 1 | 1 1 1 1 1 1
1 O.l_l_ 0.2 0[3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
- r Time (sec)
«5 .
. Fig. 5.11
< s >

Osservando la Fig. 5.11, possiamo definire i setjpanametri:
* T4= Tempo diritardo
E' il tempo che il segnale impiega per raggiunges8% del suo valore finale.
 T,=Tempo di salita
E' il tempo che il segnale impiega per passard @ al 90%del suo valore finale.
* Ts=Tempo di assestamento
E' il tempo che il segnale impiega per raggiungere&alore compreso in una fascia a
cavallo del valore finale, con una oscillazione: &%, senza uscirne piu.
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* Risposta oscillatoria
Nella Fig. 5.12 viene indicata la risposta al gnadili tipo aperiodico.

Amplitude

Step Response
1.6

Yma—

14l M%

0.6 .
0.5

0.4+ .

0.2F i
Q.1

(=)
(&)
[
o

15 20 25 30
Time (sec
T, (sec)

-]
s

Y.

A .—|0

\ 4

A

Fig. 5.12

Osservando la Fig. 5.12, possiamo definire i sefijpanametri (alcuni sono stati gia definiti nel
caso precedente):

>

>

>

Ty = Tempo di ritardo
E' il tempo che il segnale impiega per raggiunges8% del suo valore finale.
T, = Tempo di salita
E' il tempo che il segnale impiega per passard @ al 90%del suo valore finale.
s= Tempo di assestamento
E' il tempo che il segnale impiega per raggiungere&alore compreso in una fascia a
cavallo del valore finale, con una oscillazione: &%, senza uscirne piu.
T, = Tempo di picco
E' il tempo che il segnale impiega per raggiungeseo picco massimo.
M% = Sovraelongazione massima percentuale
E' definito da
M% = M* 100

0

T, = Periodo dell'oscillazione

In realta dovrebbe chiamargiseudoperiodbperché, a rigore di termini, I'oscillazione
non e periodica, dato che dopgnon riprende lo stesso valore.

100



Dipartimento di ELETTRONICA - ITIS Barsanti - Pontigno d’Arco
SISTEMI ANALOGICI IlII - Appunti dalle lezioni dei Proff. Paolo BiscontMariano Riccardo

Considerazioni

Per avere una buona precisione dinamica, un sistedeve avere bassi tutti i parametri definiti.

Di solito, pero, non si riesce a realizzare talencizione, perché accade che le manovre messe in
atto per abbassare il valore di un parametro, inilmente fanno aumentare il valore di un

altro parametro. La soluzione ottimale deve esskeutto di un compromesso, che spesso viene
ottenuto per via sperimentale.

Alcune relazioni per le risposte oscillatorie
» Sidimostra che, nel cagbo<{ < 1, valgono le seguenti relazioni approssimate:

-nl
M% | 100 e
T
- _
p wn 1_(2
1+0,7
Tg —(
wn
1+1,1¢+1,4¢7
T
wn
. 3
S wné’

» |l periodoT, dell'oscillazione € legato alla pulsaziangdalla relazionew. = 2z / T,
guest'ultima é legata alla pulsazione natutglelalla relazione

o, =0,*\1-¢* (55)

Dalla 7.5 ricaviamo che. coincide corw, quando lo smorzamento € nu{lg = 0).

Ricordiamo che la pulsazione naturag coincide numericamente con il quadrato del
termine costante dell'espressione di secondo gprdsente a denominatore della funzione
di trasferimento (nell'ipotesi che il termine inlissecondo grado abbia coefficiente

unitario).
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